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Показано, что существенное изменение профиля зуба по сечениям, перпендикулярным оси вращения 
гиперболоидного зубчатого колеса, наличие как выпуклых, так и вогнутых участков, существенно затруд-
няет обработку традиционными методами зубонарезания. Анализ кинематики формообразования с ис-
пользованием традиционных схем зубонарезания зубчатых колес вызывает интерферирование инструмента 
и заготовки в месте резкого изменения кривизны боковой поверхности зуба.Формообразование боковой по-
верхности зубчатых колес на основе однополостного гиперболоида вращения возможно осуществить кон-
цевой фрезой с использованием многокоординатных станков с ЧПУ. для исключения подрезания боковой 
поверхности зуба в месте перехода кривизны одного знака на другой и более благоприятной нагрузки ин-
струмента зубофрезерование целесообразно вести, сначала обработав область горлового сечения, а затем 
в направлении торцов заготовки с обработкой каждого из участков боковой поверхности зуба отдельно. При 
формировании управляющей программы необходимо вводить алгоритм управления ориентацией инстру-
мента при обработке боковой поверхности зубьев, что повысит производительность зубонарезания.
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wn that the changing of the tooth profile on the cross sections which are perpendicular to the axis of rotation 
of hyperboloid gear the presence of the zone where the curvature of the side surface goes from one point to another 
causes some difficulties in the traditional processing of gear cutting techniques. The analysis of shaping kinematics 
with using general schemes of gear cutting becomes the reason of tool interference and workpiece in the place of 
changing curvature degree on the gear side surface. The shaping of a side surface of gears on the basis of one-
sheeted hyperboloid of rotating may be realized with the help of end mill by using multi-axis CNC machine tools. 
To eliminate the undercut of the side surface of a gear in the place of curvature passing from one point to another and 
overloading of a tool, the milling cut of a gear would be better to start in the area of throat section, and then towards 
the end of a workpiece with processing of each stretch of the side surface of a gear separately. During the formation 
of the control program it is necessary to introduce the tool orientation controlling algorithm during processing of the 
side surfaces of gears which improve the performance of gear cutting.

Keywords: hyperboloid gear, kinematics of shaping of a gear teeth, processing on CNC machines

Несмотря на наличие существенных 
преимуществ по сравнению с широко рас-
пространенными зубчатыми колесами, на-
резанными на приближенных к гипербо-
лоиду заготовках, точные гиперболоидные 
зубчатые колеса [3] (по классификации 
Грибанова В.М.) не нашли пока широкого 
распространения в машиностроении. Это 
обусловлено, в первую очередь, техноло-
гической сложностью изготовления гипер-
болоидных колес. В течение достаточно 
продолжительного времени [1] проводятся 
исследования в области формообразования 
зубьев гиперболоидных зубчатых колес. 
Предлагались различные подходы [2, 4, 6], 
ориентированные как на воспроизведение 
кинематики зацепления на основе примене-
ния конструктивно сложных технологиче-
ских систем с применением универсального 
оборудования, так и применения оборудова-
ния с числовым программным управлением. 

Геометрические особенности гипербо-
лоидных зубчатых колес не позволяют при-
менять традиционные для зубонарезания 
технологии и инструмент. Воспроизведение 
зацепления реализуемо только на отделоч-
ных операциях, например при шевингова-
нии и хонинговании.

Кривизна различного знака по длине 
боковой поверхности зуба затрудняет до-
ступ режущего инструмента (рис. 1), су-
щественно усложняет обработку традици-
онными методами зубонарезания. Линия 
перегиба расположена с некоторым сме-
щением относительно горлового сечения. 
При достижении режущим инструментом 
при традиционных методах зубонарезания 
линии перегиба возникает необходимость 
в пространственном изменении относи-
тельного положения инструмента и заго-
товки, что вызовет подрезку материала за-
готовки. Поэтому исследование кинематики  
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формообразования зубьев гиперболоидной 
передачи является актуальной задачей.

Формообразование боковых поверхно-
стей зубьев гиперболоидных зубчатых колес 
с учетом их геометрических особенностей 
на основе кинематики движения произво-
дящей линии – режущей кромки инстру-
мента – наиболее эффективно реализуется 
при многоосевой (не менее 5 координат) об-
работке на станках с ЧПУ. Однако инстру-
ментальные средства CAM пакетов, хотя 
и позволят запрограммировать обработку, 
но маловероятно, что обеспечат достаточ-
ную производительность при требуемой 
точности. Производительность обработки 
можно существенно повысить. К особен-
ностям геометрии следует отнести наличие 
зон выпуклых и вогнутых поверхностей на 
боковых сторонах зубьев, а соответственно, 
участков где изменяется характер поверх-
ности (рис. 1, б). С учетом условий благо-
приятного осуществления процесса реза-
ния, каждый из участков целесообразно 
обрабатывать отдельно.

Обработку боковых поверхностей зуб-
чатого колеса на станке с ЧПУ целесообраз-
но осуществлять дисковыми и концевыми 
фрезами.

Траектория движения режущих кромок 
инструмента на чистовом этапе обработки 
для достижения высокой точности, дости-
жимой на данном станке с применением 
заданного инструмента, может быть рас-
считана через уравнение боковой поверх-
ности зуба. Боковая поверхность зуба фор-
мируется пространственной трансляцией 
отрезка прямой (рис. 2), следовательно, 
является линейчатой поверхностью, хотя 
в сечениях, перпендикулярных оси вра-
щения колеса, боковые поверхности пред-
ставляются кривыми.

Расчет уравнения боковой поверхности 
можно осуществлять несколькими способа-
ми. Во-первых, используя методику, пред-
ложенную в работе [5].

Рассмотрим уравнения боковых поверх-
ностей зубьев гиперболоидных колес, полу-
ченные с учетом сдвига режущего инстру-
мента при i ≠ 1 и δ ≠ 1. 

а) 

 

б)

Рис. 1. Участки поверхности зуба 
гиперболоидного зубчатого колеса: а) 

трехмерная модель,  
б) эскиз зуба колеса: 1, 3 – рабочие участки; 2, 

4 – «интерферируемые» участки [2]

Координаты произвольной точки M2, 
принадлежащей прямой LM, жестко связан-
ной со вторым колесом, в неподвижной си-
стеме координат 1 1 1X Y Z  будут:

 ; 

 0 0 0
1 2 2 2cos( 90 ) sin( 90 ) cos( 90 )y y z y= δ − + δ − = δ − +  

 
2 2

0 0
2 0 2 0cos sin( 90 ) sin sin( 90 )z x+ α δ − − α − ; (1)

 
2

0 0 0
1 2 2 2 0sin( 90 ) cos( 90 ) cos cos( 90 )z y z z= − δ − + δ − = α δ − −  

 2

0 0
2 0 2sin cos( 90 ) sin( 90 )x yα δ − − δ − , 

где δ – угол между осями вращения колес.
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Тогда уравнение кривой, которую описывает точка M2 в подвижной системе координат 

первого колеса, запишется:

 
2 2 11 2 0 2 0 0( cos sin )cosx x z A= α + α + α +   

 
2 2 1

0 0 0
2 2 0 2 0 0cos( 90 ) cos sin( 90 ) sin sin( 90 ) siny z x + δ − + α δ − − α δ − α   

 
2 2 11 2 0 2 0 0( cos sin )siny x z A= − α + α + α +   

 2 2 1

0 0 0
2 2 0 2 0 0cos( 90 ) cos sin( 90 ) sin sin( 90 ) cosy z x δ − + α δ − − α δ − α   (2)

 
2 2

0 0 0
1 2 0 2 0 2cos cos( 90 ) sin cos( 90 sin( 90 )z z x y= α δ− − α δ− − δ − , 

где α01 = ± α02∙i12. Знак плюс берется, если 
направления ω1 и ω2 совпадают, в противо-
положном случае – знак минус.

данный подход позволяет определить 
уравнения боковых поверхностей, участву-
ющих в зацеплении для обеих колес, осу-
ществив аналогичные манипуляции. Расчет 
осуществляется раздельно для каждого ко-
леса по участкам зуба.

При пятикоординатной обработке важ-
ными параметрами, на основе которых 
формируется управляющая программа для 
станка с ЧПУ, является множество точек, 
образующих траекторию движения точ-
ки трассировки фрезы, а также ориента-
ция режущего инструмента относительно 
геометрии заготовки. Так как боковая по-
верхность формируется перемещением 
образующей LM при закоординированном 
вращении гиперболоидов, то боковая по-
верхность зуба является линейчатой по-
верхностью. движение инструмента не-
обходимо осуществлять таким образом, 
чтобы он работал на растяжение. Ориен-
тация инструмента определяется в есте-
ственных координатах, связанных с тра-
екторией движения инструмента, хотя для 
CAM системы, в которой предполагается 
осуществлять разработку управляющей 
программы, удобнее будет определить ори-
ентацию инструмента с помощью вспомо-
гательных кривых, представляющих собой 
годографы вектора ориентации инструмен-
та по участкам зуба. 

В точке перегиба нормаль меняет на-
правление, соответственно закон ориента-
ции инструмента при переходе через точку 
перегиба необходимо изменять.

для расчета можно использовать также 
кинематический метод расчета [7], позво-
ляющий еще на этапе формирования ис-
ходных данных, задаться геометрическими 
зависимостями параметров инструмента 
и производящей линии (рис. 3, рис. 4). При 
расчете необходимо задаться ограничения-

ми. Во-первых, расстояние по нормали от 
нижней кромки обрабатываемой поверх-
ности до оси вращения фрезы – величина 
постоянная. Это означает, что по нижнему 
ребру поверхности коническая режущая 
часть осуществляет обработку одним и тем 
же диаметром. Во-вторых, ось вращения 
фрезы лежит в плоскости, образованной 
образующей AB, и нормалью к нижнему 
ребру в точке B. В-третьих, образующая AB 
совпадает с образующей конической части 
инструмента, данный конус описывают ре-
жущие кромки фрезы при ее вращении.

Рис. 2. К расчету траектории движения 
инструмента и ориентации инструмента: 
LM – производящая линия, τ – орт-вектор 

касательной, n – орт-вектор нормали,  
b – орт-вектор бинормали

Чистовую обработку предполагается 
осуществлять боковыми режущими кром-
ками концевой фрезы. для более благо-
приятной нагрузки инструмента, предва-
рительно обрабатывается область в районе 
горлового сечения, а затем по отдельности, 
от горлового сечения – в направлении тор-
цов заготовки.
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Рис. 3. К определению траектории 
формообразующего движения режущей кромки

Рассчитанную по методике [7] поверх-
ность, описываемую пространственным 
перемещением линии LM, необходимо 
пересчитывать для двух точек режущей 
кромки фрезы A и B в системе координат, 
связанной с заготовкой. Точка B должна 
удовлетворять условию нахождения ее 
на уровне, соответствующем ножке зуба. 
Точку А можно рассчитывать произволь-
но, учитывая ограничение нахождения 
ее на режущей кромке. Режущая кромка 
должна превышать расстояние от ножки 
до вершины зуба. Точка, принадлежащая 
оси фрезы, располагается в направлении 
нормали к траектории, описываемой точ-
кой B для вогнутых участков и в противо-
положном направлении – для выпуклых, 
на расстоянии радиуса фрезы в данном ее 
сечении. Плоскость, в которой располага-
ется ось фрезы, определяется вышеупо-
мянутой точкой и отрезком АВ. Ось фрезы 
проходит под углом наклона боковой по-
верхности к отрезку АВ. Через геометри-
ческие соотношения, характеризующие 
инструмент, рассчитываются координаты 
точки Р – являющиеся координатами со-
ответствующей траектории движения ин-
струмента. Ориентация оси инструмента 
рассчитывается через координаты точки 
Р и любой другой точки, лежащей на оси. 
Рассчитанные таким образом траектория 
и годограф ориентации инструмента по-
зволяют в современных CAM системах 

разработать управляющую программу 
для пятикоординатной обработки боко-
вой поверхности зуба, моделируя дви-
жения производящей линии. При расче-
те необходимо учитывать ограничения, 
накладываемые боковой поверхностью  
соседнего зуба.

Рис. 4. К определению траектории движения 
инструмента по методу кинематического 

формообразования: AB – образующая,  
P – точка трассировки

Таким образом, формообразование бо-
ковой поверхности зубчатых колес на ос-
нове однополостного гиперболоида вра-
щения возможно осуществить концевой 
фрезой с использованием многокоординат-
ных станков с ЧПУ. для исключения под-
резания боковой поверхности зуба в месте 
перехода кривизны одного знака на другой 
и более благоприятной нагрузки инстру-
мента, зубофрезерование целесообразно 
вести, сначала обработав область горлового 
сечения, а затем в направлении торцов за-
готовки с обработкой каждого из участков 
боковой поверхности зуба отдельно. При 
формировании управляющей программы 
необходимо вводить алгоритм управления 
ориентацией инструмента при обработке 
боковой поверхности зубьев.
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