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Рассмотрены вопросы формообразования сферических оболочек на основе геодезической сети. Иссле-
дован один из методов образования треугольных сетей на сфере. Поставлена задача оптимизации геоме-
трической сети на сфере. Критерием оптимальности является минимальное число типоразмеров элементов 
купола, возможность укрупнительной сборки и предварительного напряжения. Оптимизация треугольной 
геометрической сети на сфере по критерию минимума типоразмеров элементов может быть представле-
на как постоптимизация и решена размещением в системе неправильных шестиугольников, вписанных 
в окружности минимальных размеров, максимума правильных шестиугольников. Полученные решения по-
зволят реализовать алгоритмы аппроксимации сферы треугольной геометрической сетью с максимальным 
числом правильных шестиугольников и подготовить варианты оптимизации разрезок сферы.
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The problems of constructive and technology forming of spherical shells are based on geodetic network. 
Several design and technological methods of education triangular area networks are investigated. Determining the 
position of the basic elements of the network to allow the fi eld to optimize network basic criteria. Investigated a 
method of formation of triangular networks on the sphere. The guestions of optimization of geometric networks on 
sphere areconsidered. In each of these optimal criterion there is the minimum number of standard sizes of structural 
components and the minimal number of components from the dome. The optimization of triangular geometric 
network on the sphere by the minimum sizes of elements can be represented as postoptimization and solved 
placement in the system wrong hexagons inscribed minimum size of the maximum regular hexagons. The resulting 
solutions will realize the scope of approximation algorithms triangular geometric network with the maximum 
number of regular hexagons and prepare options for optimizing razrezok sphere. 
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Задача оптимизации треугольной гео-
метрической сети на сфере по критерию 
минимума типоразмеров элементов уже ста-
вилась многими авторами различных систем 
сферической разрезки [1–2]. Во всех случа-
ях решений находилась одна или несколь-
ко схем разрезок сферы с использованием 
в основном осей симметрии в виде главных 
линий (линий больших окружностей сферы), 
линий параллельных сечений сферы, а также 
совместимости частей граней правильных 
многогранников. Очевидно, что размеще-
ние на сфере правильных и неправильных 
шестиугольников, вписанных в окружно-
сти, т.е. фигур плоских или составленных 
в свою очередь из сферических треугольни-
ков (рис. 1 а, б) с минимальными размерами 
ребер, имеет оптимальное решение в виде 
сети, образованной на основе окружностей 
минимальных радиусов, т.е. окружностей на 
сфере, полученных при касании трех смеж-
ных окружностей, центры которых находят-
ся на наименьшем расстоянии друг от друга 
[2–5]. Данное направление активно развива-

ется рядом зарубежных ученых, а в России 
новосибирской школой [1].

Сферический шестиугольник можно 
представить как два четырехугольника с за-
данными сторонами, и он имеет максималь-
ную площадь тогда, когда вписан в окруж-
ность. Шестиугольные панели, вписанные 
в окружности с минимальными радиусами 
(т.е. касающиеся), будут иметь минималь-
ные размеры и максимальные площади при 
заданном числе граней треугольной сети 
сферы. Т.е. элементы сети в виде радиусов 
будут иметь минимальную длину, так как 
представляют собой кратчайшие расстоя-
ния между центрами окружностей, а конту-
ры, вписанные в окружности, также будут 
иметь минимальные размеры. Образование 
правильных шестиугольников в этой сети 
возможно как частный случай. Таким об-
разом, для каждого варианта разрезки опти-
мальное решение по минимуму материала 
(длины элементов) – это размещение ше-
стиугольников, вписанных в окружности, 
причем в первом оптимальном варианте 
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смежные три окружности касаются друг 
друга. Каждое оптимизационное решение 
по другим критериям будет следующим за 
оптимальным – «постоптимальным».

Оптимизация треугольной геометриче-
ской сети на сфере по критерию минимума 
типоразмеров элементов может быть пред-
ставлена, таким образом, как постоптими-
зация и решена размещением в системе 
неправильных шестиугольников, вписан-
ных в окружности минимальных размеров, 
максимума правильных шестиугольников, 
например, в совместимых сферических 
треугольниках (сегментах) икосаэдра со 
схемой разрезки, показанной на рис. 1 и 2. 
Кроме вариантов применения свойств сим-
метрии главных и параллельных линий 
окружностей сферы, в подобных разрез-
ках должны быть реализованы возможно-
сти центральной симметрии окружностей 
[3, 4]. На схемах рис. 1 и 2 приведено раз-
мещение описанных окружностями шести-
угольников в сферическом треугольнике 
(совместимом сегменте сферического ико-
саэдра) с внутренними углами 36, 90 и 60°. 
При оптимизации треугольной сети с по-
мощью симметрии окружностей и главных 
линий сферы можно выделить как одну из 
промежуточных задач – определение поло-
жения центров окружностей шестиуголь-
ников (рис. 1: центры первых рядов шести -
угольников О1, О2). Переход от неправиль-
ных к правильным шестиугольникам, впи-
санным в окружности, проведем на примере 
разрезки в виде 1280-гранника (рис. 2). 

Итак, на первом этапе определяем по-
ложение центров О1, О2 шестиугольников 
равных радиусов в сферическом треуголь-
нике (совместимом сегменте сферы с раз-
резкой 1280-гранника (рис. 1)) у внутрен-
него угла 60 градусов. Введя обозначения 
r = r1,  A = A1 и используя теоремы 

синусов и косинусов для треугольников, по-
лучаем систему уравнений (1):

 cosA = sin 60°∙coso,  (1) 

Параметры прямоугольного сфериче-
ского треугольника (рис. 1) с катетами r1 и 
a1 определяются из системы уравнений (1). 

Катеты и гипотенузы рассматриваемых 
сферических треугольников связаны соот-
ношениями

tgr = tgr1∙cosA,

 tgo = tgr1∙cos60°,  (2)

tgr = tgr∙cos2A.

Рис. 1. Определение положения центров 
О1 и О2 шестиугольников (толстые линии) 
равных радиусов в сферическом треугольнике 
с внутренними углами 90–60°. Углы даны для 
схемы-первоосновы расположения центров, 

показанной тонкими линиями, 
т.е. для касающихся окружностей, 

описывающих неправильные 
шестиугольники равных радиусов

Таким образом, из уравнений (2) можно 
определить зависимость параметров o и A 
(рис. 1), позволяющую определить центр 
окружности O1. 

Проведя некоторые преобразования, имеем 
tg2r = 1 – cos2A,
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Рис. 2. Совместимый сегмент сборной сферической оболочки в виде 1280-гранника: 
Оо – центр панели в виде правильного треугольника на сфере; О1, О2, О3 – центры панелей 

в виде плоских шестиугольников; О4 – центр панели в виде правильного плоского пятиугольника; 
А2 – обозначение внутреннего угла первого по часовой стрелке треугольника в шестиугольнике 
у центра О2; b1 – обозначение полярного угла дуги второго по часовой стрелке треугольника 
в шестиугольнике против центра О1;Mii, Nii. – внутренние углы между соответствующими 

i – шестиугольниками

Отсюда приходим к уравнению

которое приводится к виду
 3tg2A – 1 = 4tg2o.  (3)

Теперь определим зависимость параме-
тров o и a. Исходя из уравнений (1), получаем

Используя основное тригонометриче-
ское тождество, исключаем параметр r:

Откуда получаем уравнение

Так как из (3) 
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то искомое соотношение принимает вид

Наконец, введя обозначения
ka = tga, t = tgo, 

и проведя некоторые преобразования, при-
ходим к уравнению

которое приводится к виду

  (4)

По условию задачи находятся только по-
ложительные корни уравнения (4), а следо-
вательно, искомое решение найдем из урав-
нения третьей степени

 2t3 – 5kat2 – 4t + ka = 0.  (5)

Проводим вычисления для параметра 
a = 20,905162886°, получаем значение па-
раметра ka = 0,3819661. Корни уравнения 
(5) имеют вид

t1 = 1,9366878;

t2 = –1,0736234; 

t3 = 0,0918509.

Искомое решение определяем, исходя 
из корня t3: 

o = 5,2479437°, 

A = 30,413417°.
«Постоптимизация» по критерию мини-

мума типоразмеров элементов может быть 
проведена размещением в системе неправиль-
ных шестиугольников, вписанных в окруж-
ности минимальных размеров с центрами О1 
и О2, максимума правильных шестиуголь-
ников (рис. 2). Целевая функция будет вы-
глядеть как минимум среднеквадратического 
отклонения центральных внутренних углов 
только шестиугольников (без правильного пя-
тиугольника) по отношению к углу 60°.

  (6)

Углы Ai, Bi, … связаны соотношениями, 
подобными (1)–(5), т.е. окружности, в кото-
рые вписаны шестиугольники, либо каса-
ются, либо пересекаются. 

Здесь Ai, Bi, … – внутренние углы со-
ответствующих i-шестиугольников, разме-
щенных в сегменте (рис. 2). Оптимальное 
значение отклонений углов для пары ше-
стиугольников, вписанных в окружности 
с неизменным расположением их центров, 
показано для схемы разрезки на рис. 2 (пер-
воначальное положение радиусов показано 
здесь пунктиром) и очевидно равно:

A1 – 60° = A2 – 60° = –0,826834°, 

B1 – 60° = –0,826834°, 

B2 – 60° = –0,413417°, 

C2 – 60° = 0,413417°, 

D2 – 60° = 0.

Таким образом, сложные задачи со 
многими центрами можно упростить 
разбиением шестиугольников на груп-
пы и применением метода итераций. 
Для решения уравнения (5) использова-
лось свободно распространяющееся про-
граммное обеспечение Sclab 5.4.1 – The 
free platform for Numerical Computation 
(аналог Matlab) [7].
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Выводы

Полученные решения позволят реали-
зовать алгоритмы аппроксимации сферы 
треугольной геометрической сетью с мак-
симальным числом правильных шести-
угольников и подготовить варианты опти-
мизации разрезок сферы.
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