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С ОДНОЙ СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ С НЕПОДВИЖНЫМИ 
ВРАЩАТЕЛЬНЫМИ КИНЕМАТИЧЕСКИМИ ПАРАМИ
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Разработана математическая модель динамики движения кулисного механизма с одной степенью сво-
боды с неподвижными вращательными кинематическими парами. Основой для разработки математической 
модели служит уравнение Лагранжа второго рода. Полученная математическая модель использована для ре-
шения двух частных задач. Определены законы движения кулисного механизма в обобщенных координатах 
для двух вариантов выбора обобщенной координаты. Представлены графики зависимостей углов поворота 
звеньев от времени, а также закон относительного движения кулисного камня для двух расчетных случаев. 
На основе анализа результатов расчета сделаны выводы о периодическом характере кинематических харак-
теристик переносного и относительного движений в случае действия на кривошип постоянного вращающе-
го момента, а также об убывающем характере относительного ускорения при действии на кулисный камень 
постоянной по величине силы. Результаты работы могут быть использованы для разработки и совершен-
ствования современных средств автоматизированного анализа и решения задач теории механизмов и машин.
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RESEARCH ON DYNAMICS OF A ONE-DEGREE-OF-FREEDOM SLIDECRANK 
MECHANISM WITH FIXED TURNING KINEMATIC PAIRS
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A mathematical model for motion dynamics of a one-degree-of-freedom slidecrank mechanism with fi xed 
turning pairs is developed. Lagrange`s equation of the second kind serves as a basis for the mathematical model 
development. The set up mathematical model is used to solve two specifi c tasks. Laws for the motion of the 
slidecrank mechanism in generalized coordinates are set up for two choices of a generalized coordinate. Time 
dependence diagrams for angular displacement of the segments are represented, as well as the slide block relative 
motion law for two reference (design) conditions is set up. Based on the analysis of the calculation results, it is 
concluded that: kinematic characteristics of the translational and the relative motion show cyclic nature, in case of a 
constant rotational moment applied to the crank; the relative acceleration decreases as a constant force is applied to 
the slide block. The results of the present research can be used for development and improvement of contemporary 
means of computer-aided analysis and solving issues of the theory of mechanisms and machines.
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Широкое применение в современ-
ных машинах имеют механизмы с гидро- 
и пневмоцилиндрами, которые могут быть 
приведены к кинематической схеме кулис-
ного механизма [1, 2]. Поэтому исследова-
ние динамики кулисного механизма явля-
ется актуальной задачей. Первым этапом 
в таких исследованиях является кинема-
тический анализ, задача которого заключа-
ется в установлении зависимостей между 
кинематическими параметрами звеньев 
механизма. Среди аналитических методов 
кинематического анализа в теории меха-
низмов и машин наибольшее распростра-
нение получили метод векторных конту-
ров, разработанный В.А. Зиновьевым [2], 
метод преобразования координат, развитый 
в работах Г.Ф. Морошкина [4], а также гра-
фические и аналитические методы кинема-
тического анализа плоских механизмов [3, 
5]. В работе [5] получены кинематические 

зависимости, необходимые для динамиче-
ского анализа кулисного механизма с одной 
степенью свободы с неподвижными враща-
тельными кинематическими парами.

Целью данной работы является раз-
работка математической модели динамики 
кулисного механизма, а также определение 
законов движения механизма в обобщен-
ных координатах. В работе приводятся ре-
зультаты решения частных задач при раз-
личных начальных условиях.

Рассматривается кулисный механизм 
(рис. 1) с одной степенью свободы, образо-
ванный замкнутой кинематической цепью 
с тремя подвижными звеньями. Кривошип 
1 и кулиса 2 образуют со стойкой непод-
вижные вращательные кинематические 
пары O1 и O2.

Исходными данными для исследова-
ния динамики механизма являются длина 
кривошипа l, координаты неподвижных 
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кинематических пар x1, y1 (пара O1) и x2, y2 
(пара O2), а также массы и моменты инер-
ции звеньев.

Рис. 1. Кинематическая схема механизма:
1 – кривошип; 2 – кулиса; 3 – кулисный камень

Система имеет одну степень свободы. 
Для определения закона движения системы 
составим уравнение Лагранжа II рода [6]:

  (1)

где q – обобщенная координата системы; 
 – обобщенная скорость; Q – обобщенная 
сила; T – кинетическая энергия системы.

Кинетическая энергия механизма опре-
деляется как сумма кинетических энергий 
его подвижных звеньев:

   (2)
где T1, T2, T3 – кинетические энергии криво-
шипа, кулисы и кулисного камня.

Выражения для кинетических энергий 
имеют вид [6]:

где I1 – момент инерции кривошипа относи-
тельно оси вращения; I2 – момент инерции 
кулисы относительно оси вращения; I3 – мо-
мент инерции кулисного камня относитель-
но оси, проходящей через его центр масс A 
и перпендикулярной к плоскости движения 
механизма; m3 – масса кулисного камня; ω1, 
ω2, ω3 – угловые скорости кривошипа, кули-
сы и кулисного камня; VA – скорость центра 
масс кулисного камня.

Рассмотрим случай, когда движение 
механизма вызвано активным постоянным 
вращающим моментом M, действующим на 
кривошип (рис. 1).

В качестве обобщенной координаты вы-
берем угол поворота кривошипа q = φ1, тог-
да обобщенная скорость представляет со-
бой угловую скорость кривошипа

Кинематическая зависимость для угло-
вой скорости кулисы приведена в работе [5] 
и в обобщенных координатах принимает вид

   (3)

где C, D и α определяются выражениями

Скорость центра масс кулисного камня 
определяется выражением

Учитывая, что ω2 = ω3, для кинетиче-
ской энергии системы получено следующее 
выражение:

   (4)

где a1 – коэффициент инерции, соответству-
ющий выбранной обобщенной координате 
q = φ1, определяется выражением
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Производные от кинетической энер-

гии, образующие левую часть уравнения 
Лагранжа.II рода (1), определяются выра-
жениями

   (5)

   (6)

Правая часть уравнения Лагранжа 
представляет собой обобщенную силу. 
Если движение механизма вызвано дей-
ствием только вращающего момента M, 
а другие активные силы и моменты от-
сутствуют, то

 Q = M.  (7)
Подставляя выражения (5), (6) и (7) 

в уравнение Лагранжа II рода (1), полу-
чим дифференциальное уравнение движе-
ния механизма в обобщенных координа-
тах, для рассматриваемого случая;

   (8)

Выразим угловое ускорение кривошипа

   (9)

Рассмотрим случай, когда движение ме-
ханизма вызвано активной постоянной по 
величине силой F, действующей на кулис-
ный камень (рис. 1).

В качестве обобщенной координаты 
выберем перемещение кулисного кам-
ня в относительном движении q = S, тог-
да обобщенная скорость представляет 
собой относительную скорость кулис-
ного камня

Кинематические зависимости для угло-
вых скоростей кривошипа и кулисы приве-
дены в работе [5] и в обобщенных коорди-
натах принимают вид

  (10)

  (11)

Скорость центра масс кулисного камня 
определяется выражением

Учитывая, что ω2 = ω3, для кинетиче-
ской энергии системы получено следующее 
выражение:

  (12)

где f1 и f2  ‒ функции обобщенных коорди-
нат, которые определяются выражениями

Представим кинетическую энергию 
в виде

  (13)
где a2 – коэффициент инерции, соответству-
ющий выбранной обобщенной координате 
q = S, определяется выражением
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Производные от кинетической энер-

гии, образующие левую часть уравнения 
Лагранжа II рода (1), определяются выра-
жениями

  (14)

  (15)

где функции A1, A2, A3, и A4 определяются по формулам

Если движение механизма вызвано дей-
ствием постоянной по величине силы F, а дру-
гие активные силы и моменты отсутствуют, то
 Q = F. (16)

Подставляя выражения (14), (15) и (16) 
в уравнение Лагранжа II рода (1), получим 
дифференциальное уравнение движения 
механизма в обобщенных координатах, для 
рассматриваемого случая:

  (17)
Выразим относительное ускорение кулисного камня:

  (18)

Дифференциальные уравнения движе-
ния в обобщенных координатах (8) и (17) 
могут быть использованы для определения 
законов движения системы в обобщенных 
координатах и кинематических характери-
стик звеньев механизма. Для решения урав-
нений могут быть использованы различные 
численные методы.

Рассмотрим результаты решения, полу-
ченные при реализации метода Рунге ‒ Кут-
та четвертого порядка. На рис. 2 представле-
ны зависимости углов поворота кривошипа 
φ1 и кулисы φ2 от времени t, а также закон 
относительного движения кулисного камня 
в случае, когда движение механизма вы-
звано постоянным вращающим моментом 
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M. На рис. 3 представлены эти же зависи-
мости в случае, когда движение механиз-
ма вызвано постоянной по величине си-
лой F, действующей на кривошип (рис. 1). 
Представленные зависимости получены 
при следующих исходных данных и началь-
ных условиях:

       l = 0,1 м;

t0 = 0;    φ1(t0) = 0;   S(t0) = 0,316228 м;

ω1(t0) = 0;  Vr(t0) = 0; 

M = 3 Н∙м;  F = 1 Н;

m3 = 0,3;   I1 = 0,0016667 кг∙м2;

I2 = 0,00004 кг∙м2;   I3 = 0,0833333 кг∙м2.

   
                                а                                                                          б

Рис. 2. Кинематические характеристики механизма, 
при действии постоянного вращающего момента M:

а – зависимость углов поворота кривошипа φ1 и кулисы φ2 от времени; 
б – закон относительного движения кулисного камня

   
                               а                                                                         б

Рис. 3. Кинематические характеристики механизма, при действии на кулисный камень силы F:
а – зависимость углов поворота кривошипа φ1 и кулисы φ2 от времени; б – закон относительного 

движения кулисного камня

Заключение
Анализ графиков зависимостей ки-

нематических характеристик от времени 
(рис. 2), полученных для случая, когда дви-
жение механизма вызвано действием на 
кривошип постоянного вращающего мо-
мента M, показывает, что движения кулисы 
и кулисного камня носят колебательный ха-
рактер, с возрастающей частотой. 

Полученные дифференциальные урав-
нения движения механизма в обобщенных 

координатах (8) и (17) могут быть исполь-
зованы для решения задач при различных 
исходных данных и начальных условиях, 
в том числе и в случаях, когда движение 
механизма вызвано действием переменных 
нагрузок.

Результаты работы могут быть исполь-
зованы для разработки математических 
моделей динамики кулисных механизмов 
и разработки алгоритмов автоматизации со-
ответствующих расчетов.
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