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ПРИБЛИЖЕНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ С ПОМОЩЬЮ 

ОДНОЙ ЦЕПНОЙ ДРОБИ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ СРЕДЫ 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ
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ФГБОУ ВПО «Дагестанский государственный педагогический университет», 

Махачкала, e-mail: gulnara_6789@mail.ru

Численными методами аппроксимированы функции, являющиеся решениями дифференциальных 
уравнений, получаемые в качестве моделей технических задач и допускающие разложения в цепную дробь. 
Разработана программа на языке Turbo Pascal для нахождения значений тригонометрических функций sin x, 
cos x, используя связь sin x и cos x с tg x/2, с использованием подходящих дробей цепных дробей и указаны 
приближенные значения данных функций с точностью до шестнадцатого знака. Полученные результаты мо-
гут быть использованы в дальнейших исследованиях, связанных с разложениями функций в цепные дроби, 
при численном решении дифференциальных уравнений, где вопросы скорости сходимости играют важную 
роль. Они представляют интерес для специалистов по математической и теоретической физике, математи-
ческому анализу, дифференциальным уравнениям, специальным функциям математической физики и их 
приложениям. Полученные результаты могут применяться при численном анализе математических моделей 
различных естественнонаучных задач, связанных с динамикой явления.
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APPROXIMATION OF TRIGONOMETRIC FUNCTIONS USING 
ONE FRACTION USING THE PROGRAMMING ENVIRONMENT

Ragimkhanova G.S., Agakhanov S.A., Amiraliev A.D., Gadzhiagaev S.S.
Dagestan state pedagogical University, Makhachkala, e-mail: gulnara_6789@mail.ru

Numerical methods approximated function which are solutions of the differential equations obtained as 
models of engineering problems and allow decomposition into a continued fraction. Developed a program in Turbo 
Pascal for fi nding values of trigonometric functions sin x, cos x, using the relation sin x and cos x tg x/2, using the 
appropriate fractions continued fractions and indicated the approximate values of these functions with accuracy up 
to the sixteenth character. The obtained results can be used in further studies related to the expansion of functions in 
continued fractions, for the numerical solution of differential equations, where the issues of speed of convergence 
plays an important role. They are of interest for specialists in mathematical and theoretical physics, mathematical 
analysis, differential equations, special functions of mathematical physics and their applications. The obtained 
results can be used in numerical analysis of mathematical models of various scientifi c problems associated with the 
dynamics of the phenomenon.

Keywords: a continued fraction, trigonometric functions, approximation

Как известно, понятие «функция» в чи-
стой и прикладной математике имеет раз-
личное содержание. В первом случае оно 
воспринимается как конкретное выражение 
одной переменной через другую; изучение 
функции сводится к изучению различных 
свойств этого выражения. В прикладной 
математике «функция», прежде всего, есть 
конечная последовательность арифметиче-
ских действий, с помощью которых из за-
данного значения одной переменной мож-
но получить значение другой переменной. 
«Функция» прикладной математики являет-
ся моделью «функции» чистой математики. 
Замечательно, что есть множество функций, 
которые сами по себе являются моделями. 
Таким множеством является линейное про-
странство всех алгебраических многочле-
нов или отношений многочленов.

Одной и той же функции можно со-
поставить различные модели, выбор ко-

торой зависит от решаемой задачи. Для 
широкого класса функций с точки зрения 
возможности получения их значений с на-
перед заданной точностью за наименьшее 
количество арифметических действий (за 
наименьшее машинное время) наилучши-
ми моделями являются подходящие дроби 
цепных дробей [7]. 

В настоящее время повышение интере-
са к теории цепных дробей объясняется еще 
и тем, что, несмотря на видимую громозд-
кость представления, процесс их вычисле-
ний является цикличным и легко поддаёт-
ся программированию при использовании 
ЭВМ. 

1. Цепной (непрерывной) дробью, назы-
вается выражение вида

  (1)
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Из-за громоздкости записи (1) цепная дробь записывается так:

  (1)

где  – k-е звено цепной дроби; ak и bk – 

члены k-го звена; ak – частные числители, 
bk – частные знаменатели цепной дроби. Бу-
дем считать bk ≠ 0, k = 1, 2, ...

Конечная цепная дробь

называется n-й подходящей дробью цепной 
дроби (1); Pn – числители; Qn – знаменатели 
подходящей дроби fn [4].

Имеют место рекуррентные соотноше-
ния (установлены Валлисом (1655 г.) и под-
робно изучались Эйлером (1737 г.))

  (2)
n = 1, 2, .... При этом P–1 = 1, Q–1 = 0 [4].

2. Известно ([1]), что для  функ-
ция tg z разлагается в степенной ряд 

   

Здесь ξ(z) – дзета функция Римана.
В ([6]) доказано: для комплексных 

, k-целое, справедливо разло-

жение в цепную дробь

  (3)

Если Pn(z)/Qn(z) – подходящая дробь по-
рядка n цепной дроби (1), то Q2k(z), Q2k+1(z), 
zP2k–1(z), zP2k(z) будут многочленами степени 
2k. Так как Q1(z) = 1, Q2(z) = 3 – z2, то из ([2])

следует

Заметим еще, что если ε1 = 1,
 то ε2 = 0,75, ε3 = 0,64, 

ε4 = 0,54, ε5 = 0,50, ε6 = 0,48, ε7 = 0,46. Здесь 
значения εn округлены. Имеют место следу-
ющие две теоремы.

Теорема 1. Если при некотором x, 3x2 < 5 
двойное неравенство 
  (4)
имеет место для двух значений n = k 
и n = k + 1, k – некоторое число, то при тех 
же значениях x (4) останется в силе и при 
n = k + 2.

Следствие. При x2 ≤ 1,13 и n ≥ 1 имеет 
место двойное неравенство 

 (5)

Заметим, что ([7]) 

  (6)

Теорема 2. При x2 ≤ 1,13 будет 

где an ≈ bn означает: ; 

Γ – гамма функция Эйлера. 
По значениям tg x можно вычислить 

sin x, cos x, используя формулы 

   

при помощи fn, где  вычисляются 

с использованием прямого рекуррентного 
алгоритма 

P0 = 0; Q0 = 1; 

 при n ≥ 2.
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Ниже приводится листинг програм-

мы, разработанной на языке Turbo Pascal 
для нахождения значений функций sin x 
и cos x, используя связь sin x и cos x с , 

с использованием подходящих дро-
бей цепных дробей 7-го порядка для 
x = 0,1; 0,2; ...; 1,5 и указано приближен-
ное значение этих функций с точностью 
до шестнадцатого знака.

Листинг программы 
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Результаты программы
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Из полученных значений для погрешно-

стей видно, что данный способ интерполи-
рования является более точным. 
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