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В данной статье рассматривается нестационарная концентрация солей в трещине произвольного сече-
ния; предлагается приближенный метод, основанный на совместном применении интегральных преобразо-
ваний и вариационных методов к задачам с переменными коэффициентами. Рассмотрены задачи нестаци-
онарной концентрации цилиндрических тел с прямоугольным, треугольным и параболическим сечениями 
при постоянных коэффициентах. Предложенный метод дает возможность решить задачи нестационарного 
поля концентраций для цилиндрических тел с другими «неклассическими» профилями перпендикулярного 
сечения. Для оценки интенсивности раскрытия трещины при раство рении ее стенок рассмотрены средние 
по длине тре щины приращения раскрытия и получены соответствующие выражения. Приведенные приемы 
позволяют прибли женно учесть изменение размеров трещины в процессе раство рения. Полученные фор-
мулы позволяют построить поверхности изоконцентрации внутри тела (прямоугольный, квадратный, трех-
гранного тела и цилиндрического тела с параболическим сечением) для любого момента времени.
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This article discusses the non-stationary concentration of salts in the crack of arbitrary cross-section; proposed 
approximate method, based on the joint application of integral transformations and variational methods for problems 
with variable coeffi cients. We consider the problem of non-stationary concentrations of cylindrical bodies with 
rectangular, triangular and parabolic cross-sections with constant coeffi cients. The proposed method allows to 
solve problems of non-stationary fi elds of concentration for cylindrical bodies with other «non-classical» profi les 
perpendicular cross-section. To assess the intensity of the crack opening at the dissolution its walls are considered 
secondary crack length increment disclosure and corresponding expressions. The above techniques allows one to 
approximately take into account the changing size of the cracks in the process of dissolution. On the obtained 
formulas allow to build surface isoconcentration inside the body (rectangular, square, triangular body and a 
cylindrical body with a parabolic cross-section) for any point in time.
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Для расчета нестационарной концен-
трации солей в трещине произвольного се-
чения автором предлагается приближенный 
метод, основанный на совместном примене-
нии интегральных преобразований и вариа-
ционных методов.

Предположим, что ось и образующая 
трещины перпендикулярны к плоскости 
х, у, т.е. совпадают с направлением оси z. 
В сечениях, параллельных плоскости х, у, 
тело имеет постоянную геометрическую 
форму области D. Обозначим через Г гра-

ницу области D, тогда Г служит направ-
ляющей цилиндрического тела. В част-
ности, если границей области D будет 
окружность, то получаем обычный круго-
вой цилиндр.

Пусть замкнутая кривая Г аналитически 
выражается уравнением
 F(x, y) = 0.   (1)

В этом случае задача нестационарной 
концентрации при переменных коэффици-
ентах записывается в следующем виде:

   (2) 



2576

FUNDAMENTAL RESEARCH    № 11, 2014

TECHNICAL SCIENCES

  (3)

  (4)

где x′, y′ – координаты точки на кривой Г; 

 – коэффициент диффузии вещества, 

м2/с. Применим к уравнению (2) и граничным 
условиям (4) преобразование Лапласа, тогда

   (5)

  (6) 

где 

При этом мы предположили, что за-
мена порядка интегрирования по времени 

t и дифференцирования по времени x, y 
оправдана.

Пусть

  (7) 

тогда уравнение (5) принимает вид

    (8) 
Определим функцию , непре-

рывную и дифференцируемую до второго 
порядка в области D, которая на границе Г 
удовлетворяет условиям (5). Далее введем 
вспомогательную функцию , 
определяемую равенством
   (9) 

Для функции  из уравнения 
(5) и условия (4) получаем
   (10) 

   (11) 
где
   (12) 

Для определения приближенного значе-
ния функции  граничной задачи 
(10), (11) можно применить один из вариа-
ционных методов – метод Бубнова – Галер-
кина [4]. Пусть нами выбрана система коор-
динатных функций
    (13) 
которая удовлетворяет нулевым граничным 
условиям (12), т.е.

Приближенное решение граничной за-
дачи (10), (11) будем искать в семействе 
функций вида

   (14) 

Для уравнения (10) составим невязку 
при :

   (15) 

которая, вообще говоря, отлична от нуля 
в области D (в противном случае  будет 
точным решением граничной задачи). Для 
определения коэффициентов  

при которых невязка εn наименее уклоня-
лась бы от нуля, следуя методу Бубнова –
Галеркина, потребуем ортогональность 
невязки ко всем координатным функ-
циям (13) [4]:

  (16) 
или

   (17) 
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где 

  (18) 

Можно показать, что система (17) един-
ственным образом определяет коэффициен-
ты , когда координатные функ-
ции (13) линейно независимые [5].

Пусть эти коэффициенты найдены, тог-
да в области оригиналов решение (14) за-
пишется в форме

    (19) 

где  Приближенное поле кон-
центрации исходной краевой задачи запи-
шется формулой

   (20) 

В этом заключается метод совместного 
применения интегрального преобразова-
ния и вариационного исчисления к задачам 
с переменными коэффициентами.

Остановимся на методе подбора систе-
мы координатных функций ψk(x, y) (k = 1, 
2, ..., n). В качестве функций ψk(x, y) мож-
но брать различные комбинации триго-
нометрических функций или полиномов. 
При таком выборе системы координатных 
функций доказывается полнота системы 
(13) и сходимость приближенного решения 
к точному [4].

Пусть нами подобрана функция 
ψ0(x, y) > 0, непрерывная внутри области 
D и равная нулю на границе Г. Тогда в ка-
честве основной системы координатных 
функций можно принять:
 ψ1(x, y) = ψ0(x, y);  

 ψ2(x, y) = ψ0(x, y)x;  

 ψ3(x, y) = ψ0(x, y)y; ...,  (21) 
таким образом, выбор системы координат-
ных функций сводится по существу к опре-

делению функции ψ0(x, y). Для улучшения 
сходимости приближенных решений пред-
лагаем выбор функции ψ0(x, y) связать с гео-
метрической формой (уравнением) границы 
области D. Так, например, для прямоуголь-
ника [–a ≤ x ≤ a, –b ≤ y ≤ b] следует брать 

ψ0(x, y) = (a2 – x2)(b2 – y2) > 0.
Для окружности с центром в начале ко-

ординат (x2 + y2 = R2):
ψ0(x, y) = R2 – x2 + y2 > 0.

Если уравнение кривой Г имеет вид 
F(x, y) = 0, то

ψ0(x, y) = ±F(x, y) > 0.
Ниже будут рассмотрены задачи неста-

ционарной концентрации цилиндрических 
тел с прямоугольным, треугольным и пара-
болическим сечениями при постоянных ко-
эффициентах [1–3].

1. Пусть областью D является часть 
плоскости x, y, ограниченная линиями x = 0, 
y = 0, x = l, y = b. Приближенное решение 
(20) граничной задачи (10), (12) в области 
оригиналов запишется в данном случае так:

   (22) 

Определим решение в первом прибли-
жении, когда

φ(x′, y′, t) = 0
и 

f(x, y) = C0 = const.
Из системы (17) при n = 1 получим

где
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Следовательно,

Относительное поле концентрации в первом приближении запишется формулой

   (23) 

Дальнейшие вычисления коэффициен-
тов  показывают, что решения во 
втором и третьем приближениях совпадают 
с первым.

Пусть l = b = 2c (квадратная трещина), 
тогда
  (24) 

где  – критерий Фурье;  

 Из формул (23), (24) легко постро-

ить поверхности изоконцентрации внутри 
тела (прямоугольный, рис. 1, а и квадрат-
ный, рис. 1, б) для любого момента времени.

      
                                     а                                                                б          

Рис. 1. Поверхности изоконцентрации при  = 0,1; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8 и Fo = 0,08

   
                                  а                                                         б
Рис. 2. Поверхности изоконцентрации внутри трехгранного тела и цилиндрического тела 

с параболическим сечением при Fo = 0,08, рассчитанные по формулам (26), (29)

2. Пусть областью D (рис. 2, а) являет-
ся треугольник со сторонами x = 0, y = 0, 
x + y = l.

Решение исходной задачи для случая 
φ(x′, y′, t) = 0 и f(x, y) = C0 = const в первом 
приближении принимает вид

   (25) 

где   
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Полагая l = 2c, получаем

  (26) 

где

 0 ≤ θ1 ≤ 1.
Сравнивая формулы (26) с формулой 

(24), можно отметить, что темп растворения 
трехгранного тела (exp(–14Fo)) значитель-
но выше, чем у квадратного (exp(–5Fo)). 
Это объясняется тем, что при равной кон-
центрации количество аккумулированного 
вещества в первом теле в два раза меньше, 
чем во втором. В то же время поверхности 
концентрации на 1 пог. м для этих тел соот-
ветственно равны , т.е., несмо-
тря на то, что объем первого тела в два раза 
меньше, чем у второго, их поверхности кон-
центрации почти равны между собой. 

3. Цилиндрическое тело с параболиче-
ским перпендикулярным сечением. Пусть 

область D (рис. 2, б) ограничена линиями 
y = kx2 и y = h (–b ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ h). При-
ближенное решение краевой задачи, когда 
на границе поддерживается нулевая кон-
центрация, в области изображений ищем 
в виде

  (27)

где

Поле концентрации внутри цилиндри-
ческого тела с параболическим сечением 
в первом приближении запишется следую-
щей формулой:

   (28)
Положим а = 1, b = 1, h = 2c, тогда из (28) получим

   (29)

Следовательно, предложенный ме-
тод дает возможность решить задачи не-
стационарного поля концентраций для 
цилиндрических тел с другими «неклас-
сическими» профилями перпендикуляр-
ного сечения.
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