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Работа посвящена анализу инвестиционных процессов, ставших реальностью развития современной 
экономики. Эти процессы широко освещаются, однако до настоящего времени отсутствуют модели для опи-
сания и интерпретации этих процессов в непрерывном времени. Приводимые в научной литературе данные 
в основном описывают развитие инвестиционных процессов визуально и качественно, и оценки даются 
с дискретами во времени с интервалами в год или квартал. В статье рассматривается математическая мо-
дель, использующая методологию моделирования переходных процессов в динамических системах с непре-
рывным временем. Введен в рассмотрение комплексный экономический параметр в виде функции многих 
переменных. При переходе к двухпараметрической динамической модели свойства отдельных каналов пред-
ставлены в виде апериодических звеньев первого порядка. Уже в этом приближении удается установить на-
личие трех видов переходных процессов, среди которых наиболее типичным является развитие с начальным 
спадом эффективности функционирования системы, с последующим восстановлением эффективности и ее 
нарастанием на завершающем этапе. Для типичного процесса получены количественные соотношения для 
оценки величины максимального спада производительности, времени восстановления прежней произво-
дительности, срока окупаемости начальных затрат, максимальной производительности по окончании пере-
ходных процессов. Предложенная модель позволяет анализировать ступенчатые воздействия и случайные 
возмущения, а также определить изменения во времени важных экономических параметров предприятия 
(чистая прибыль, производительность и др.), а также текущую рентабельность инвестиционного проекта.
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Work is devoted to the analysis of the investment processes which have become reality of development of 
modern economy. These processes are widely covered, however so far there are no models for the description 
and interpretation of these processes in continuous time. Data provided in scientifi c literature, generally describe 
development of investment processes visually and qualitatively, and estimates are given with discretes in time with 
intervals in year or quarter. In article the mathematical model using methodology of modeling of transients in 
dynamic systems with continuous time is considered. It is entered into consideration complex economic parameter 
in the form of function of many variables. Upon transition to two-parametrical dynamic model of property of certain 
canals are presented in the form of aperiodic links of the fi rst order. Already in this approach it is possible to establish 
existence of three types of transition processes among which the most typical is development with initial recession 
of effi ciency of functioning of system, with the subsequent restoration of effi ciency and its increase at the fi nal stage. 
For typical process quantitative ratios for an assessment of size of the maximum recession of productivity, time of 
restoration of former productivity, a payback period of initial expenses, the maximum productivity upon termination 
of transition processes are received. The offered model allows to analyze step infl uences and casual indignations, 
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Инвестиции являются одним из важ-
нейших рычагов развития экономики пред-
приятия. В связи с ростом научно-техни-
ческого прогресса существенное значение 
приобретают вопросы окупаемости инве-
стиций во времени.

На сегодняшний день существует бо-
лее 30 методов оценки инвестиционных 
проектов, которые условно делятся на 
3 основные группы [2, 3, 4]: финансовые, 

качественные, вероятностные. Используя 
эти методы, можно рассчитать затраты 
в начале проекта и будущую прибыль при 
его завершении. В этих методах оценки 
инвестиционных проектов формулы рас-
четов приводятся с дискретами во времени 
с интервалами в год или в квартал, что не 
позволяет:

– выявить динамику развития инвести-
ционного процесса во времени;
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– точно определить момент, когда инве-

стиции начнут окупаться;
– оценивать текущее состояние пред-

приятия в любой момент времени.
Лишь в отдельных сообщениях [1, 5] 

делаются попытки оценок инвестиционно-
го проекта в непрерывном времени. Однако 
приведенные результаты носят в значитель-
ной мере качественный характер и лишь 
подчеркивают актуальность углубленных 
исследований и оценок инвестиционных 
проектов в разные промежутки времени. 
Ниже мы воспользуемся методиками, раз-

работанными в теории информационно-
управляющих систем [6].
Введение двухпараметрической модели 

и ее исследование
Представим комплексный эконо-

мический параметр работы предпри-
ятия как функцию многих переменных 
P = φ(y1, y2, ..., yn). Раскладывая эту функ-
цию в ряд и удерживая в рассмотрении 
только важнейшие факторы, схему дальней-
шего анализа в первом приближении можно 
представить в виде (рис. 1). 

Рис. 1. К структуре модели влияющих факторов

Далее рассмотрим частный случай, ког-
да комплексный экономический параметр 
работы предприятия зависит только от двух 
важнейших факторов, каждый из которых 
имеет свой канал воздействия и описывает-
ся наличием коэффициента передачи Ki (от-
ражающим статический вклад воздействия 
в итоговую производительность) и динами-
кой (определяющей переходные процессы 
в ответ на входное воздействие).

Подобная модель соответствует ситуа-
ции, когда принято решение об инвестиро-
вании в новые технологии для повышения 
эффективности работы предприятия. При 
этом обучение персонала новым методам 
и технологиям производства должно повы-
сить удельную производительность каждо-
го работника, но работник часть времени 

должен тратить не на производственный 
процесс, а на обучение, что эквивалентно 
сокращению численности работающих.

Представим функцию, описывающую 
производительность предприятия, в виде
 P(t) = φ(N, W, t) + n(t). (1) 

Здесь обозначено N – численность 
работающих; W – их удельная произво-
дительность; n(t) – неучтенные факторы 
и воздействия. Обратим внимание, что все 
названные параметры рассматриваются как 
функция непрерывного времени t.

Используя для описания динамики весо-
вые функции по отдельным каналам и урав-
нение свертки, определим (в линейном при-
ближении) изменение производительности 
труда на предприятии как 

  (2)

В простейшем случае динамические 
свойства отдельных каналов можно аппрок-

симировать апериодическими звеньями 
первого порядка: 

       (3) 

Соотношение постоянных времени от-
дельных каналов, а также статических ко-

эффициентов передач существенно влияет 
на переходные процессы в системе. При 
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единичных прямоугольных входных воз-
действиях 

 
развитие процессов в системе, в соответствии 
с (2), (3), будет описываться выражением

  (4) 
Размерность последнего выражения можно снизить, введя относительные параметры

               (5) 
Соответствующие преобразования выражения (4) дают

  (6) 

Из структуры выражения (6) (где осталось 
4 параметра) видно, что произведение параме-
тров K1N влияет только на амплитуду развития 
кривых, определяемых круглыми скобками. 

Для относительного времени V, кото-
рый входит в показатель экспоненты, диа-
пазон рационального изменения составляет 

[0, 5]. Что касается двух остальных параме-
тров, то они входят в это выражение более 
сложным образом. 

Результаты моделирования такого выра-
жения показали (рис. 2), что есть три груп-
пы кривых, характеризующих разное разви-
тие инвестиционных процессов во времени.

Рис. 2. Семейство кривых, характеризующих разное развитие инвестиционных процессов

Верхняя группа кривых приводит к по-
стоянному росту производительности со 
старта и до установившегося значения. Это 
можно интерпретировать, например, как 
случай, когда на предприятии просто на-
бирают новую команду, уже обладающую 
необходимыми навыками и более высокой 
удельной производительностью.

В нижней группе кривых производи-
тельность только падает и не повышается 
до прежнего значения. Это можно интерпре-
тировать как случай, когда слишком много 
времени тратится на обучение сотрудников. 
Тогда запасы, накопленные ранее, посте-

пенно истощаются и, естественно, общая 
эффективность не может достигнуть преж-
него значения. 

Наиболее типичным представляется 
промежуточный вариант (см. рис. 3), ког-
да вначале производительность падает, 
затем достигает некоторого минимума 
в точке А и начинает возрастать, достигая 
прежней производительности в точке В 
и выходя, наконец, на новый более высо-
кий уровень. Интерес представляет также 
срок окупаемости первоначальных затрат, 
т.е. время, за которое будут компенсирова-
ны потери (точка C). 
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Рис. 3. Типичный процесс изменения производительности в результате инвестирования

Анализ параметров типичного процесса

Анализ полученных результатов позво-
ляет определить важнейшие параметры раз-
вития (рис. 3) типичного инвестиционного 
процесса, ответив на следующие вопросы: 

1. Какова величина максимального спа-
да производительности? (см. точку А).

2. За какое время будет восстановлена 
прежняя производительность? (см. точку В).

3. За какое время будут компенсированы 
потери (срок окупаемости)? (см. точку С).

4. Какова будет максимальная произ-
водительность по окончании переходного 
процесса? (см. точку D).

Чтобы определить величину максималь-
ного спада производительности (в точке А) 
и момент, когда функция достигает минимума 
(абсциссу точки А), продифференцируем выра-
жение (4) и приравняем производную к нулю: 

  (7)

После преобразований с учетом (5) 
и логарифмирования можно аналитически 

определить момент, когда функция достига-
ет минимума:

  (8)
Подставляя (8) в выражение (4), получаем минимальное значение для производительности: 

  (9)

Для определения времени, за которое 
производительность достигает прежней ве-

личины, потребуем, чтобы P(t) = P0. Тогда 
из (4) следует:

  (10) 
К сожалению, это трансцендентное 

уравнение не удается привести к замкну-
тому аналитическому решению, но можно 
искать приближенное решение, например, 
графически (см. рис. 4), сопоставляя рас-
четные значения правой и левой частей 
уравнения (10).

Заметим, что если K2/K1 < 1, то решение 
существует при T1 > T2, а когда K2/K1 > 1, то 

при T2 > T1. При K2 = K1 = 1 решения не су-
ществует, так как обе экспоненты выходят из 
одной точки и затухают с разной скоростью, 
какими бы ни были соотношения T2/T1. 

Получим оценку сверху для времени 
восстановления текущей производительно-
сти. Обозначим время выхода на прежнюю 
производительность через tB.

Если считать, что , то
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Рис. 4. Графическое нахождение точки B

После очевидных математических преобразований получаем:

  (11)

Для определения времени, за которое 
будут компенсированы потери, необходи-
мо проинтегрировать выражение (4) и най-
ти точку, в которой результат обращается 
в ноль. Приближенное решение нетрудно 
найти, принимая во внимание, что исход-
ная производительность достигается вбли-
зи момента времени t = 3T1 (см. точку B на 

рис. 4). Считая, что экспонента с показате-
лем T1 приходит в этой точке в насыщение 
и далее не изменяется, разложим выраже-
ние для экспоненты с показателем T2 в ряд 
вблизи точки t = 3T1. Удерживая первые 
члены разложения, приходим к квадратно-
му уравнению, решение которого дает зна-
чение времени для точки С в виде 

  (12)

где  (13)

  (14)

  (15)
Заметим, что соотношение (15) дает 

«оценку снизу», т.е. компенсация потерь на-
ступит не ранее времени, рассчитанного по 
этому соотношению.

Максимальная производительность по 
окончании переходного процесса (см. точку 
D на рис. 3) очевидно определится на осно-
ве выражения (4) как

  (16)
Применимость модели

Кроме ступенчатого воздействия и слу-
чайных возмущений модель способна 
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анализировать также результаты дробных 
детерминированных воздействий. Модель 
позволяет отслеживать как единовремен-
ные воздействия (например, разовое от-
сутствие одного или нескольких человек, 

увольнение работников, плановую покуп-
ку нового оборудования), так и случайные 
(произвольные) изменения входных воз-
действий в процессе развития инвестици-
онного проекта (рис. 5).

Рис. 5. Развитие инвестиционного процесса с учетом случайных воздействий

Моделирование проведено на плат-
форме Excel + VBA, границы доверитель-
ного интервала рассчитаны в соответ-
ствии с методикой (6). 

На основании результатов данной 
математической модели можно оценить 
развитие во времени и других важных 
экономических параметров: чистая при-
быль, рентабельность инвестиционного 
проекта. Для этого достаточно в стандарт-
ные формулы подставить выражение для 
оценки производительности как функцию 
времени.

Заметим, что уравнение свертки по-
зволяет рассматривать весовые функции 
произвольного вида, и принятая аппрок-
симация весовых функций в виде аперио-
дических звеньев первого порядка сделана 
для достижения наглядности результатов. 
Учет динамики более высоких порядков 
требует переопределения весовых функ-
ций (3) и перерасчета интегралов (4) – (6) 
и последующих выражений.

Заключение

Разработанная модель дает возмож-
ность определить: 

1) обобщенные количественные оцен-
ки для максимального (временного) спада 
производства и времени выхода на преж-
нюю производительность;

2) ширину интервала, на котором про-
изошел спад производства до времени вы-
хода на текущую производительность;

3) время восстановления, за которое бу-
дут компенсированы потери;

4) результат случайных воздействий;
5) изменения во времени важных эко-

номических параметров предприятия 
(чистая прибыль, производительность), 
а также текущую рентабельность инвести-
ционного проекта.
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