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ИССЛЕДОВАНИЕ КОЛЕБАНИЙ КВАДРОКОПТЕРА 
ПРИ ВНЕШНИХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ВОЗДЕЙСТВИЯХ

Попов Н.И., Емельянова О.В., Яцун С.Ф., Савин А.И.
ФГБОУ ВПО «Юго-Западный государственный университет», Курск, e-mail: teormeh@inbox.ru

В работе рассмотрена математическая модель, описывающая периодические колебания квадрокоптера, 
в которой учтены взаимосвязанные электрические и механические процессы в электромеханической систе-
ме приводов винтов квадрокоптера. С использованием теоремы динамики об изменении момента количества 
движения описано вращение корпуса квадрокоптера относительно центра масс. Аналитически найдено ре-
шение нелинейных дифференциальных уравнений, описывающих движения квадрокоптера. Проведено мо-
делирование управляемого движения аппарата по углу крена в режиме висения с учетом свойств пропорцио-
нального регулятора. Исследовано влияние динамических параметров на характер колебаний квадрокоптера 
при внешних периодических воздействиях и установлено, что величина собственной частоты колебаний 
коптера зависит от коэффициента усиления пропорционального регулятора, геометрических размеров коп-
тера, величины управляющего напряжения и аэродинамических характеристик винтовых приводов коптера. 
Установлено, что существует область параметров коэффициента пропорциональности регулятора, обеспечи-
вающих минимальное значение резонансной амплитуды вынужденных колебаний.
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RESEARCH OF OCSILLATIONS OF QUADROCOPTER UNDER INFLUENCE 
OF EXTERNAL PERIODIC DISTURBANCE

Popov N.I., Emelyanova O.V., Jatsun S.F., Savin А.I.
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The mathematical modeling of movement of a quadrocopter which describes the interconnected electrical 
and mechanical processes in electromechanical system of drives of screws of a quadrocopter is shown in this 
paper. The movement of quadrocopter body o the center of mass, around an axis is described using the theorem of 
angular momentum relatively. The analytical solution of the nonlinear differential equations describing movements 
of quadrocopter body is found. Modeling of roll angle controlled movement of the device in a hanging mode 
considering the proportional regulator is described. Infl uence of dynamic parameters on oscillations character of 
quadrocopter under external periodic disturbances is investigated. It’s also established that the value of proper 
frequency of oscillations of a quadrocopter depends on gain of the proportional regulator, geometrical sizes of a 
quadrocopter, level of operating voltage, and aerodynamic characteristics of screw drives of a quadrocopter. It is 
established that there is an area of parameters of regulator coeffi cient of proportionality, which are providing the 
minimum value of amplitude of the forced ocsillations.
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Последнее время началось бурное раз-
витие нового класса небольших беспи-
лотных квадроротационных летательных 
аппаратов (квадрокоптеров), способных 
нести полезную нагрузку в виде контро-
лирующих приборов, видеоаппаратуры. 
В связи с этим расширяется область при-
менения беспилотных летательных аппа-
ратов (БЛА), увеличивается роль стабили-
зации их полета. Устойчивость – свойство 
аппарата восстанавливать без вмешатель-
ства оператора кинематические параметры 
невозмущенного движения и возвращаться 
к исходному режиму полета после прекра-
щения действия возмущений [1–4, 6]. При 
отсутствии управления на большинстве 
режимов полета БЛА являются неустой-
чивыми, при малейшем внешнем воздей-
ствии начинается «неуправляемое сниже-
ние», и квадрокоптер падает. Причиной 
их неустойчивости является отсутствие 
восстанавливающего момента по откло-
нению относительно центра масс и малое 
демпфирование этого движения. Под ре-

жимом висения будем понимать способ-
ность квадрокоптера держаться в воздухе 
на одном месте, т.е. висеть [5]. Этот режим 
используется при необходимости вести ка-
кие-либо наблюдения с воздуха, находясь 
на одном месте. Кратковременное висение 
БЛА у земли может производиться перед 
его вертикальной посадкой или после от-
рыва от земли.

Неустойчивость БЛА вынуждает си-
стему автоматического управления (САУ) 
непрерывно вмешиваться в управление, 
чтобы обеспечить устойчивость на режиме 
висения [4–7]. Поэтому актуальной задачей 
является исследование динамических явле-
ний, возникающих при внешних периоди-
ческих воздействиях, а также выбор стра-
тегии управления и параметров регулятора.
Математическая модель квадрокоптера 

в режиме висения
Режим висения квадрокоптера будем 

рассматривать в плоскости zСy (рис. 1). 
Считаем, что т. С, являющаяся центром 
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квадрокоптера, остаётся неподвижной в ре-
жиме висения. С этой точкой связана систе-
ма координат Схyz, тогда подвижная систе-

ма координат Сх1 y1 z1 связана с корпусом, 
который поворачивается относительно оси 
х на угол φ.

Рис. 1. Расчётная схема квадрокоптера при для изучения движений относительно оси Сx

За обобщенную координату примем 
угол поворота φ. Колебания квадрокоптера 
происходят под действием сил Т2, Т4, мо-
мента сопротивления  и момен-
та внешнего периодического воздейсвия М. 
Винты приводятся во вращение электродви-
гателями, генерирующими моменты МЭДi, 
а вращению винтов с угловыми скоростями 
i препятствует момент внешних нагрузок 
МHi (рис. 2).

Рис. 2. Упрощенная схема 
электропривода винта: 

1 – винт; 2 – редуктор; 3 – электродвигатель; 
u – управляющее напряжение; 
МЭД – момент, создаваемый 

электродвигателем; МHi – момент внешних 
нагрузок винта относительно оси вращения; 

МВi – крутящий момент винта; 
JP, JM – момент инерции ротора вокруг оси 
винта и оси мотора соответственно; 

i, i – угловые скорости электродвигателя 
и пропеллера соответственно

Пусть момент внешнего периодиче-
ского воздействия представлен в виде 

M = M0sin(0t), где М0, 0 – амплитуда и ча-
стота внешнего возмущения.

Восстанавливающий момент, действую-
щий на корпус со стороны электроприводов 
винтов, определяется величиной управляю-
щих напряжений, поступающих из систе-
мы автоматического управления на левый 
и правый электроприводы. Причем уровень 
напряжений, формируемых усилителем 
мощности САУ, полностью зависит от типа 
регулятора. 

Дифференциальные уравнения для двух 
винтов, которые описывают взаимосвя-
занные электромагнитные и механические 
процессы в электромеханической системе 
приводов винтов квадрокоптера, имеют вид:

   (1)

где Li, Ri – индуктивность и активное сопро-
тивление обмотки ротора; ui – управляющее 
напряжение, i – ток в обмотке электромаг-
нита, i, i – угловые скорости электро-
двигателя и пропеллера соответственно; 
сЕ – коэффициент пропорциональности, на-
зываемый постоянной ЭДС двигателя; Ji – 
приведенный осевой момент инерции. 

Момент, создаваемый электродвигате-
лями:
   (2)
где cMi – коэффициент пропорциональности 
момента.

Связь между угловой скоростью элек-
тродвигателя i и винта i:
 i/i = N,   (3)
где N – передаточное отношение редуктора.
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Момент внешних нагрузок МНi будем 

определять как

    i = 2, 4. (4)

где  – момент сопротивления 
вращению винта;  – коэффициент нагруз-
ки, приведенный к валу двигателя;  – кпд 
электропривода.

Движение корпуса квадрокоптера, отно-
сительно оси Сх описывается дифференци-
альным уравнением 

   (5)
где Jx – осевой момент инерции;  – глав-
ный момент внешних сил относительно 
оси Ох:

   (6)
где l – расстояние между центром квадро-
коптера и центром пропеллера; bz – аэроди-
намическая постоянная.

С учетом (6) уравнение (5) будет иметь вид

 (7)

Система дифференциальных уравнений 
(1), (7) описывает колебания квадрокоптера 
относительно оси Сх при внешнем пери-
одическом воздействии. В общем случае 
система является нелинейной и её решение 
удобно выполнить с помощью численных 
методов. Однако, сделав некоторые предпо-
ложения, можно получить аналитическое ре-
шение. Пусть электродвигатели, используе-
мые в квадрокоптере, обладают небольшой 
индуктивностью, т.е.    ,

,   , тогда 
уравнения (1) примут вид:

  (8)

где

 

 

Откуда 

     (9)

Обозначим: 

    
тогда:
  (10)

С учетом (10) уравнение (7) примет вид:

  (11)

где .
Пусть управляющее воздействие опре-

деляется по следующему алгоритму:
     (12)
где  – постоянное напряжение питания; 
k – пропорциональный коэффициент.

Тогда уравнение (11) примет вид:
 (13)

или
  (14)

Получили уравнение вынужденных ко-

лебаний, где     – коэффи-

циент демпфирования;  – 

циклическая частота свободных колебаний.
Решение дифференциального уравне-

ния (14) имеет вид [1]:

 (15)
Здесь А, В – амплитуды свободных и вы-

нужденных колебаний; ,  – соответствен-
но начальная фаза свободных колебаний 
и сдвиг фаз вынужденных колебаний по от-
ношению к возмущающей силе.

Амплитуду и сдвиг фаз вынужденных 
колебаний будем определять по формулам

   

  (16)

Рассмотрим предельные случаи:
1. Если   0, тогда

    β = 180°. (17)
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2. Если   0, тогда

    β = 90°. (18)

3. Если   0, тогда

    tgβ = 0. (19)

Анализ уравнений показывает, что при 
высокочастотных возмущениях (17) в режиме 
  0 на величину амплитуды вынужден-
ных колебаний оказывает влияние коэффи-
циент сопротивления  и частота внешнего 
возмущения 0, причем с возрастанием по-
следних амплитуда колебаний падает. 

При низкочастотных возмущениях (19) 
в режиме   0 коэффициент сопротивле-
ния  и частота внешнего возмущения 0 не 
оказывают воздействия на величину амплиту-
ды вынужденных колебаний, а влияет осевой 
момент инерции Jx, повышающий стабиль-
ность квадрокоптера и частота свободных ко-
лебаний , которая зависит от геометрических 
размеров квадрокоптера, аэродинамических 
коэффициентов, свойств электроприводов, 

управляющего напряжения, передаточного 
числа редуктора, коэффициента усиления 
пропорционального регулятора системы ав-
томатического управления.

При частоте возмущения, равной ча-
стоте собственных колебаний системы 
(  0), амплитуда вынужденных колеба-
ний значительно возрастает (18), диссипа-
тивные силы уравновешиваются силами 
инерции при любом значении амплитуды 
колебаний. Внешняя возмущающая сила 
оказывается неуравновешенной. Поэтому 
амплитуда колебаний квадрокоптера, опре-
деляемая коэффициентом сопротивления  
и частотой свободных колебаний , в режи-
мах, близких к резонансному, может быть 
значительной.

Исследование влияния частоты внешне-
го периодического воздействия на амплиту-
ду вынужденных колебаний для различных 
коэффициентов усиления пропорциональ-
ного регулятора системы автоматического 
управления (САУ) (рис. 3) показывает, что 
присутствует область частот, при которых 
амплитуда резонансных вынужденных коле-
баний корпуса квадрокоптера минимальна.

Рис. 3. Зависимость амплитуды вынужденных колебаний от величины коэффициента усиления 
пропорционального регулятора

Выводы
Анализ полученных результатов по-

казал, что амплитуда колебаний квадро-
коптера при внешнем периодическом воз-
действии зависит от частоты внешних 
возмущений. Имеет место ярко выражен-
ная резонансная зона, в которой проис-
ходит значительное увеличение амплиту-
ды, зависящее от диссипативных свойств 

и конструкции коптера. Величина соб-
ственной частоты колебаний коптера за-
висит от коэффициента усиления пропор-
ционального регулятора, геометрических 
размеров коптера, величины управляющего 
напряжения и аэродинамических характе-
ристик винтовых приводов коптера. Уста-
новлено, что существует область параме-
тров коэффициента пропорциональности 
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регулятора, обеспечивающих минималь-
ное значение амплитуды вынужденных ко-
лебаний.
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