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В работе приведен метод оценки показателей надежности с позиций теории катастроф. В первой части 
статьи представлено введение в теорию катастроф, рассмотрена катастрофа сборки и проведен анализ кри-
тических значений управляющих параметров. Параметры управления рассматривались как стационарные 
случайные процессы (функции) и ставилась задача о выбросах. На следующем этапе исследований опре-
делялось среднее число пересечений нулевого уровня стационарным случайным процессом. Полученные 
аналитические зависимости дают возможность оценки вероятности безотказной работы, вероятности отказа 
(вероятности катастрофы сборки), средней наработки до отказа. Для определения характеристик случайно-
го процесса (математического ожидания и дисперсии) использовался метод статистической линеаризации. 
Предложенный подход позволяет произвести статистический анализ положений равновесия вблизи крити-
ческих точек. Полученные зависимости могут быть применены для оценки вероятности безотказной работы 
различных элементов конструкций машин и оборудования с позиций теории катастроф.
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This paper deals with the estimation reliability measures from the point of catastrophe theory. An introduction 
to the catastrophe theory is presented, cusp catastrophe is considered and analysis of control parameters critical 
values is carried out at the fi rst part of the paper. Control parameters are viewed as stationary random processes 
(functions) and problem of overshoot of random function is formulated. Mean number of zero crossings by random 
stationary process was evaluated at the next stage of the research. Analytical equations can be applied for defi nition 
of reliability function, failure probability (cusp catastrophe probability), mean operating time to failure. The 
statistical linearization method used for determination of random process characteristics (mean value, dispersion). 
Statistical analysis of balance near critical points can be carried out by this approach. These expressions can be 
applied for estimation of reliability function of machines and equipment construction elements from a perspective 
of catastrophe theory.
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Теория катастроф как раздел математи-
ки начала формироваться еще в середине 
ХХ века на основе теории особенностей 
гладких отображений, заложенной матема-
тиком Хасслером Уитни, и теории бифур-
каций динамических систем А. Пуанкаре 
и А.А. Андронова. Теория особенностей 
представляет собой обобщение исследова-
ния функций на максимум и минимум, при 
этом в теории Уитни [11] функции замене-
ны отображениями – наборами нескольких 
функций нескольких переменных. Теория 
бифуркаций (раздвоений) изучает каче-
ственные перестройки различных объектов 
при изменении параметров, от которых они 
зависят. Катастрофами называются скачко-
образные изменения, возникающие в виде 
внезапного ответа системы на плавное из-
менение внешних условий [1].

Создателями теории катастроф явля-
ются французский математик Р. Том [10] 
и российский математик В.И. Арнольд [1]. 
Большой вклад в ее развитие внесли Т. По-

стон, И. Стюарт [4], Дж.М.Т. Томпсон [6], 
Р. Гилмор [7, 8], К. Зиман [12].

Среди семи элементарных катастроф 
большое значение имеет катастрофа сбор-
ки, потенциальная функция которой опре-
деляется

 ,  (1)

и многообразие M катастрофы задается 
уравнением

   (2)

Рис. 1 иллюстрирует поведение поверхно-
сти равновесия (или многообразие катастро-
фы) с ее проекцией на плоскость ab, опреде-
ляющую управляющие параметры a и b.

Точка (a,b), медленно изменяя свои ко-
ординаты a и b, описывает некоторую тра-
екторию на плоскости ab. Тогда наблюда-
емое положение равновесия пройдет путь 
на поверхности M, лежащий над путем 
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в плоскости ab. Из-за сборки на поверхно-
сти равновесия M этому пути, возможно, 
придется перескакивать с одного листа по-
верхности на другой. Это объясняется тем, 
что точки многообразия M, расположенные 
на внутренней поверхности складки, соот-
ветствуют неустойчивому состоянию систе-
мы. Такой очень быстрый скачок системы 
(катастрофа) наступает только при выходе из 
области I, так как у системы не остается дру-
гого выбора (принцип максимального про-
медления (perfect delay) Р. Тома [10]). Таким 
образом, гладкие изменения переменных 
управления a и b могут повлечь за собой раз-
рывные изменения переменной состояния x, 
вызывая катастрофические прыжки.

Рис. 1. Катастрофа сборки

Кубическое уравнение (2) имеет от од-
ного до трех вещественных корней. Приро-
да этих корней зависит от дискриминанта
 D = 4a3 + 27b2.  (3)

Пространство управляющих параме-
тров, образующих плоскость ab, разбива-
ется на пять подмножеств: B1, B2, P, I, E, 
изображенных на рис. 2. Линия, образуемая 
множествами B1, B2, и P, соответствует ус-
ловию D = 0, т.е. 4a3 + 27b2 = 0.

При этом, если a  0 и b  0, то точка 
(a, b) лежит в B1 или в B2, и уравнение (2) 
имеет три вещественных корня, два из кото-
рых совпадают между собой. Точка P соот-
ветствует a = b = 0 и имеются три совпада-
ющих вещественных корня, равных нулю. 
Точка P называется точкой возврата.

Если (a, b)  I, то имеется три различ-
ных вещественных корня и D < 0.

Если (a, b)  E, то имеются только один 
вещественный корень (D > 0).

Катастрофа происходит, когда траекто-
рия точки (a, b) покидает область I и при 
этом D меняет знак с отрицательного на по-
ложительный.

Рис. 2. Пространство управляющих 
параметров

Полагаем, что изменения управляю-
щих параметров являются случайными. 
Случайными величинами или случайными 
функциями можно описывать нагрузку, раз-
меры элементов конструкций вследствие 
их рассеяния в пределах полей допусков, 
механические свойства материалов и т.д. 
Для практических целей важен статистиче-
ский анализ положений равновесия вблизи 
критических точек. Поэтому представляет-
ся целесообразным рассмотреть с позиций 
теории катастроф вопросы оценки показа-
телей надежности при наличии случайных 
возмущающих факторов.

Рассмотрим катастрофу сборки (1) 
со стохастических позиций. Переменные 
управления a и b в общем случае изменяют-
ся во времени, и характеристика состояния 
будет определяться случайным процессом 
D(t). Таким образом, необходимо решать 
задачу о выбросах случайного процесса из 
области I. При этом вероятность возникно-
вения катастрофы 

P(t) = P{D(t) > 0}.
Пусть D(t) – дифференцируемый слу-

чайный процесс,

Нас интересует вероятность того, что 
реализация случайного процесса D(t) пере-
сечет нулевой уровень (рис. 3). Для того 
чтобы выброс произошел, необходимо осу-
ществление двух событий: 

1) в момент времени t, предшествую-
щий выбросу, ордината D(t) должна быть 
меньше нуля (D(t) < 0); 

2) в момент времени t + dt, следую-
щий за моментом t (в тот момент, когда 
произойдет выброс) ордината случайной 
функции должна быть положительной, т.е. 
D(t + dt) > 0.
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Рис. 3. Реализация случайного процесса D(t)

Таким образом, вероятность того, что 
выброс произойдет в бесконечно малом ин-
тервале времени (t, t + dt) [9]
  (4)
где p0(t) – временная плотность вероятности.

Выразим в выражении (4) D(t + dt) че-
рез D(t). Для этого разложим D(t + dt) в ряд 
Тейлора в окрестности точки t

Отсюда

После переноса V(t)dt в правую часть 
неравенства получим 

D(t) > 0 – V(t)dt.
С учетом зависимости (4)

– V(t)dt < D(t) < 0.
вероятность выброса запишется в виде

Здесь f(d, v; t) – двумерный закон распределения ординат D и скоростей V.
После применения теоремы о среднем

получим

Здесь  – временная 

плотность для вероятности выброса.
Временную плотность p0(t) можно трак-

товать как среднее число пересечений слу-
чайным процессом D(t) нулевого уровня 
в единицу времени. 

В общем случае среднее число пересе-
чений уровня 0 за время τ (математическое 
ожидание числа выбросов)

  (5)

Для стационарного процесса плотность 
распределения ординат и скоростей не за-

висит от времени, т.е. f(d, v; t) = f(d, v) и, 
следовательно, p0(t) = p0. Отсюда
  (6)

Во многих задачах практический инте-
рес представляет вариант, при котором сред-
нее число выбросов за данный промежуток 
времени достаточно мало и можно считать 
появления последовательных выбросов не-
зависимыми «редкими» событиями. В этом 
случае число появлений выбросов можно 
считать приближенно подчиняющимся за-
кону распределения Пуассона [5], при этом 
единственным параметром, входящим в за-
кон распределения, является математиче-
ское ожидание числа выбросов, определяе-
мое формулами (5) или (6). Тогда в общем 



27

ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ    №1, 2014

ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ
случае вероятность безотказной работы 
определится

  (7)

для стационарного процесса

  (8)

Имеет место и другой подход, изложен-
ный в работах А.В. Питухина [2, 3]. При 
этом для оценки вероятности катастрофы 

сборки предложены аналитический метод 
и метод статистической линеаризации для 
варианта, когда управляющие параметры 
a и b являются случайными величинами. 
Воспользуемся методом статистической 
линеаризации для оценки математического 
ожидания и дисперсии случайного процес-
са D(t) в случае, когда переменные управле-
ния являются стационарными случайными 
функциями (процессами). Исходя из форму-
лы (3), получим
  (9)

  (10)

где  – математические ожидания стаци-
онарных случайных процессов a(t) и b(t); 

 – дисперсии стационарных случай-
ных процессов a(t) и b(t).

Имея значения оценок (9) и (10) и пола-
гая вид закона распределения дискриминан-
та D известным, применяя метод моментов 
Пирсона, можно определить неизвестные 
значения параметров θ1, θ2 предполагаемого 
распределения F(d, θ1, θ2).

Тогда вероятность безотказной работы 
определится

  (11)

Вероятность отказа (вероятность ката-
строфы сборки)
   (12)

Предложенные подходы позволяют про-
извести статистический анализ положений 
равновесия вблизи критических точек, что 
важно для практических целей. Получен-
ные зависимости могут быть применены 
для оценки вероятности безотказной работы 
различных элементов конструкций машин 
и оборудования с позиций теории катастроф.
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