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В данной работе исследован процесс одномерного уплотнения наследственно-стареющих глинистых 
грунтов. При этом приведены уравнения уплотнения земляных масс, обладающих свойствами неоднородно-
сти, ползучести. Компрессионная зависимость между коэффициентом пористости и суммой главных напря-
жений представлена в линейной и нелинейной форме. Упругоползучее свойство уплотняемого грунта подчи-
няется теории Маслова‒Арутюняна. Неоднородность грунта учитывается через его модуль деформации. Она 
изменяется по глубине согласно степенному закону E = Emzm. Г.К. Клейном впервые разработана методика рас-
чета балок, лежащих на грунтовом основании, модуль деформации которого подчиняется этому закону. В та-
кой постановке рассмотрен случай уплотнения слоя сжимаемого наследственно-стареющего грунта толщиной 
h, расположенного между фильтрующими слоями (например, песчаными). В момент времени t = τ1 этот слой 
подвержен действию внешней распределенной нагрузки с интенсивностью q = q(z, t). Верхняя и нижняя по-
верхности уплотняемого массива водопроницаемы. Решение данной задачи относительно порового давления 
представлено в виде комбинации Бесселевых и функции Куммера. Такое решение дает возможность опреде-
лить напряжение в скелете грунта и осадок уплотняемого массива, обладающего свойствами неоднородности 
и ползучести. При этом одновременный учет старения и ползучести скелета грунта снижает величину поро-
вого давления в процессе консолидации. Увеличивает величину начальной осадки и замедляет скорость про-
текания осадки по сравнению с фильтрационной теорией уплотнения земляных масс. При этом продолжитель-
ность протекания осадки по сравнению с фильтрационной теорией сокращается
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One-dimensional compaction process of hereditary-aging clay ground was studied in the work. Equations for 

compaction of earth having heterogeneity and creeping properties are given here also. Compression dependence 
between fractional porosity and sum of main stresses is given in linear and non-linear forms. The elastic-creeping 
property of compact earth is adhered to Maslov-Arutyunyan theory. The heterogeneity of earth is considered though 
its deformation module. It is changed on depth according to the exponential law E = Emzm. G.K. Klein for the fi rst 
time developed method for calculation of hammer brace laying on the earth foundation which deformation module 
is adhered to this law. In this statement there was considered a case of compaction of layer pressed hereditary-aging 
ground with thickness h ordered between fi lter layers (for example, sand layers). In the point of time t = τ1 this layer 
is exposed by external distributed loading with the intensity q = q(z, t). The upper and lower faces of compactible 
massive are water-permeable. Solution of this task concerning interstitial pressure is given in the form of Bessel 
combination and Kummer function. Such solution gives possibility to determine strain in the soil skeleton and 
settlement of compatible ground having heterogeneity and creeping properties. At this, simultaneous keeping of 
aging and creeping of the soil skeleton decompresses value of interstitial pressure in the consolidation process. 
It increases value of initial settlement and delays leaking of settlement in comparison with fi ltrational theory for 
compaction of earth. At this, duration of the settlement leaking in comparison with the fi ltrational theory decreases. 

Keywords: process, compaction, earth (ground, soil), deformation, pressure, foundation, groundwork, boundary 
conditions, elastic-creeping, functions, fi ltration, equations

Грунт – это минерально-дисперсное 
тело, обладающее определенной пористо-
стью. Изменения пористости под влияни-
ем внешних нагрузок от сооружения под-
чиняются следующим закономерностям: 
во-первых, изменению коэффициента по-
ристости от давления, сдвигу при трении 
и скольжения; ламинарной фильтрации; 
во-вторых, линейной или нелинейной де-

формируемости. Здесь при оценке сжимае-
мости грунтов важно выяснить зависимость 
между изменениями внешней нагрузки 
и изменением коэффициента пористости 
грунтов. Если неоднородная грунтовая сре-
да в общем случае обладает свойством не-
линейной ползучести, то зависимость меж-
ду коэффициентом пористости и суммой 
главных напряжений имеет вид

 (1)
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где    (2)
ε(t), θ(t) – эти функции также изменяются 
по координатам x, y, z; f[θ(τ)] – функция, ха-
рактеризующая нелинейную зависимость 
между коэффициентом пористости ε(t) 
и суммой главных напряжений θ(t) в скеле-
те грунта; φ(τ) – функция старения; a1, γ1 – 
параметры ползучести; τ11 – момент прило-
жения внешней нагрузки;  – коэффициент 
бокового давления; а0 – коэффициент сжи-
маемости грунта, который в общем виде 
может зависеть от глубины исследуемой 
точки и времени; п – размерность рассма-
триваемой задачи; C(t, τ) – мера ползучести. 
Причем здесь функция f[θ(τ)] может изме-
няться в виде

  (3)
Зависимость (1) при n = 1 и (2), т.е. для 

одномерной задачи уплотнения однородных 
грунтов впервые была применена В.А. Фло-
риным [6]. Он теорию упругоползучего тела 
Г.Н. Маслова‒Н.Х. Арутюняна [1] смог 
применить к описанию процесса уплотне-
ния глинистых грунтов, обладающих свой-
ством ползучести. Экспериментальные 
исследования С.Р. Месчяна [5] доказали 
применимость этой теории к водонасыщен-
ным глинистым грунтам.

Для линейной задачи теории механики 
уплотняемых пористых упругоползучих не-
однородных грунтов зависимость (1) пере-
ходит к следующему виду

  (4)

где функции f[θ(t)] и δ(t, τ), входящие соответственно в состав формул (3) и (4), находятся 
из зависимостей

     (5)

Здесь Е(x, y, z, t) – модуль деформации 
неоднородного уплотняемого грунта. Функ-
ция старения φ(τ) в (5) обычно представля-
ется в виде [1].

  (6)

Здесь С0, А1 – опытные данные; τ – вре-
мя приложения нагрузки.

Эти зависимости, т.е. (1)–(6) будут опи-
сывать состояние скелета слабых глини-
стых грунтов, находящихся под давлением 
тех или иных внешних нагрузок. Для не-
однородного упругого грунта зависимость 
(4) имеет вид

   (7)

Выражение (7) для одномерной зада-
чи теории консолидации однородного изо-
тропного грунта имеет вид [7]
 ε0 – ε = a0σ,  (8)
где величины ε0, a0 находятся путем экспе-
римента или вычислением; a0 – коэффици-
ент сжимаемости; 0 и  – коэффициенты 
пористости для начального и конечного 
моментов времени. Причем, проф. Цыто-
вич Н.А. считал, что этот закон в механике 
грунтов имеет такое же большое значение, 
как и закон Гука в теории сопротивления 
материалов и коэффициент сжимаемости, 
а0 является очень важной характеристикой 
при расчете осадки сооружения.

Между коэффициентом сжимаемости а0 
и модулем общей деформации Е существует 
зависимость [7]

   (9)

где  – коэффициент, равный для глин 0,43; 
для суглинков – 0,57; для супесей – 0,72; 
для песчаных грунтов – 0,76. Зная значение 
для а0, всегда из (9) можно определить Е0.

Основные разрешающие уравнения ме-
ханики уплотняемых неоднородных упру-
гоползучих грунтов определим следующим 
образом. Для этого возьмем уравнение 
уплотнения для пространственной зада-
чи механики уплотняемых неоднородных 
грунтов без учета его ползучести, обладаю-
щих различными свойствами в вертикаль-
ном и горизонтальном направлениях 

   (10)

где

   (11)
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откуда 

   (12)

где kx, ky, kz – соответственно коэффициенты 
фильтрации грунта в вертикальном и гори-
зонтальном направлениях; εср– средний ко-
эффициент пористости в процессе уплот-
нения; vx, vy, vz – скорости при фильтрации 
воды к дрену.

Имея в виду (11), (12) уравнение (10) 
приводим к виду

 (13)

Если в место ε(t) примем (1), то 

Подставив в (13) последнее соотношение, находим

   (14)

Дифференцируя последнее уравнение 
(14) по t, затем сложив полученное ра-
венство с (14), предварительно умножив 

его на 1, получим следующее нелиней-
ное уравнение второго порядка относи-
тельно θ(t)

   (15)

где    

   (16)

         (17)

Для одномерной задачи теории консоли-
дации глинистых грунтов

   (18)

для двумерной задачи

   (19)

для трехмерной задачи

   (20)

Следовательно, для нахождения иско-
мой функции θ(t), кроме граничных усло-
вий, должны быть заданы еще два началь-
ных условий. Одно из них определяется из 
(14) при t = τ1 = 0, т.е.

  (21)

Второе начальное условие вытекает не-
посредственно из характера приложения 

нагрузки, т.е.

  (22)
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Если вместо нелинейной функции f[θ(t)] примем (3), то нелинейное уравнение (15) име-

ет вид

  (23)

Таким образом, решение нелиней-
ной задачи механики уплотняемых не-
однородных глинистых грунтов сводится 
к решению нелинейного уравнения (23) 
при (21), (22) начальных и граничных ус-
ловиях, соответствующих рассматривае-
мой задаче.

Рассмотрим некоторые частные случаи 
уравнения (23).

1. Пусть состояние скелета слабых водона-
сыщенных глинистых грунтов подчиняется ли-
нейной наследственной теории Г.Н. Маслова–
Н.Х. Арутюняна [1], т.е. уравнению (4). Тогда 
уравнение (23) приводится к виду

   (24)

Начальные условия для уравнения (24) 
будут

   (25)

  (26)
2. Если состояние скелета глинистых 

грунтов подчиняется закону (7), то уплотня-
ющая среда является упругой и уравнение 
(23) приводится к виду

  (27)

Начальное условие уравнения (27) име-
ет вид

   (28)
Следует заметить, что все основные 

уравнения механики уплотняемых водона-
сыщенных глинистых грунтов приведены 
относительно суммы главных напряже-
ний θ(t). Можно эти уравнения предста-
вить относительно порового давления 
p(t). Для этого используем условие равно-
весия вида

   (29)

Использовав выражение (29), уравнение 
(23) относительно порового давления  при-
водим к виду

  (30)

Если состояние скелета водонасыщен-
ного уплотняемого грунта подчиняется за-
кону (4), т.е. где учитывается его линейное 

свойство ползучести, то основное разреша-
ющее уравнение механики уплотняемых 
глинистых грунтов имеет вид

  (31)
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Начальными условиями для (31) будут

  (32)

  (33)

Для упругой задачи уравнение (31) име-
ет вид

   (34)

где θ*, p* – сумма главных напряжений 
и давление в поровой жидкости, соответ-
ствующие состоянию мгновенного уплот-
нения грунта.

Следует заметить, что при решении 
некоторых задач механики уплотняемых 
глинистых грунтов, связанных с расчета-

ми вертикальных дрен, песчаными и из-
вестковыми сваями уместно использовать 
указанные выше уравнения (30), (34) соот-
ветственно при (32), (26) в цилиндрических 
координатах.

Эти координаты с декартовыми ортого-
нальными координатами связаны следую-
щими зависимостями
 x = rcos φ,   y = rsin φ,   z = z.  (35)

Учитывая (35) основные уравнения ме-
ханики уплотняемых анизотропных по во-
допроницаемости глинистых грунтов (30), 
(31), (34), соответственно можно записать 
в цилиндрических координатах. При этом 
выражение для 2p имеет вид

  (36)

или вместо (36)

   (37)
где

      

Если иметь в виду, что распределение 
порового давления не зависит от угла , то 
вместо (37) будем иметь

   (38)

Тогда уравнение (31) при (38) имеет вид

   (39)

Таким образом, решив уравнения (30), 
(31), (34), (39) при соответствующих кра-
евых условиях находим решение той или 
иной задачи теории консолидации земля-
ных масс.

В качестве иллюстрации решим урав-
нение (31) применительно к одномерной 
задаче теории уплотнения неоднородных 
упругоползучих грунтов. Здесь неоднород-
ность грунта изменяется по глубине соглас-
но закону:
 E = Emzm,  (40)
где Em – модуль деформации на глубине 
z = 1; m – показатель неоднородности ос-
нования, который связан с коэффициентом 

Пуассона μ0 так μ0(2 + m) = 1. Здесь следу-
ет заметить, что Г.К. Клейном [4] разрабо-
тана методика расчета балок, лежащих на 
грунтовом основании, модуль деформации 
которого изменяется по закону (40). Учиты-
вая выражения (9) и (40) для коэффициента 
сжимаемости, получим

 а0 = аz – m;     (41)

При одномерном уплотнении элемен-
тарный кубик, выделенный из массива 
грунта, деформируется в условиях отсут-
ствия бокового расширения. Причем на-
правление сжимаемости кубика-образца 
совпадает с направлением действия наи-
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большего главного напряжения. В двух дру-
гих направлениях деформации равны нулю. 
В этих условиях относительная деформа-
ция уплотнения равна относительной объ-
емной деформации грунта.

Для выяснения общего характера проте-
кания процесса уплотнения достаточно бу-
дет рассмотреть отдельные решения именно 
этой задачи, физическая сторона которой не 
очень отличается от аналогичных решений 
трехмерных задач. С другой стороны, ис-
следования одномерного уплотнения более 
доступны, чем двух- и трехмерных. Кроме 
того, это дает возможность при рассмотре-
нии процесса уплотнения учесть некоторые 
факторы, сильно влияющие на него, в част-
ности, можно указать на одновременный 
учет неоднородности, старения и ползуче-
сти уплотняемых грунтов. В связи с этим 
ниже исследуем процесс уплотнения, про-
исходящий в слое двухфазного грунта.

Рассмотрим случай уплотнения слоя 
сжимаемого наследственно-стареюще-
го грунта толщиной h, расположенного 
между фильтрующими слоями (например, 
песчаными). Пусть он в момент времени 
t = τ1 подвержен действию внешней рас-
пределенной нагрузки с интенсивностью 
q = q(z, t). Верхняя и нижняя поверхности 
уплотняемого массива водопроницаемы.

Основное уравнение одномерной задачи 
механики однородных уплотняемых наслед-
ственно-стареющих трехфазных грунтов на-
ходим из (30), приняв n = 1, θ* + P* = q(z, t). 
Если модуль деформации уплотняемого 
грунта изменяется по глубине, подчиняясь 
закону (40), а коэффициент сжимаемости 
по выражению (41), то основное уравнение 
уплотнения (31) имеет следующий вид:

При этом это уравнение в безразмерных 
координатах имеет вид:

   (42)

где         (43)

Начальными условиями для данной задачи, согласно (32) и (33), будут:

   (44)

   (45)
Граничными условиями исследуемой задачи будут:

или относительно безразмерных координат 
 P(ξ, T) = 0 при  = 0  

 и  = 1 T  [τ1, T1],  (46)
Следовательно, задача сводится к ре-

шению уравнения (42) при начальных (44), 
(45) и граничных (46) условиях. Подобная 
задача также исследована в работах [5, 6] 
Это решение применительно к данной зада-
че можно представить так:

  

  T  [T1, T], ξ  [0, 1], m  2.  (47)

Здесь функция  для цело-

го индекса , m  2 имеет вид:
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   (48)

Она для дробного индекса  m  2 представлена следующим образом:

  (49)

  (50)

где 

       

Параметры  находятся как решение следующих трансцендентных уравнений для цело-

го индекса 

  (51) 

для дробного индекса 

  (52)
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Уравнение (51) и (52) для конкретного 
числа m имеют бесчисленные множества 
корней

. 

Учитывая (48)–(52) расчетную фор-
мулу для вычисления распределения по-
рового давления в уплотняемом массиве 
мощностью h с водопроницаемыми верх-
ней и нижней поверхностями в безраз-
мерных координатах представим следую-
щим образом.

  (53)

где 

где 

Напряжение в скелете грунта находится из следующего соотношения

  (54)

где Tj(T) находится из (50) или (51).
Для вычисления осадок S(T) грунта 

в безразмерной координате используем 
формулу вида

  (55)

где σ(ξ, T) – напряжение в скелете грунта. 
Причем при Т  0 имеем, что σ(ξ, T)  0, 
а при Т  ∞ напряжение стремится к q. 
Следовательно, если поровое давление из-
менится от q до 0, то напряжение принима-
ет значение от 0 до q. При этом S(T) изме-
нится от 0 до 

    (56)

Если q(ξ, T) = q = const то из (48) нахо-

дим, что , т.е. неустановившаяся 

осадка слоя уплотняемого грунта во време-

ни изменяется в диапазонах от 0 до .

Таким образом, процесс возникнове-
ния и возрастания порового давления яв-
ляется сложным процессом, зависящим не 
только от величины, приложенной внеш-
ней нагрузкой, но и от времени, плотности 
и водонасыщенности грунта. Причем, чем 
плотнее грунт и вязок, тем больше период 
времени, необходимый для достижения его 
стационарного напряженного состояния.

Устойчивость самого сооружения в этот 
период будет в основном зависеть от рас-
пределения приложенных нагрузок между 
скелетом и поровой жидкостью. В этом 
плане, чем раньше большую нагрузку будет 
воспринимать на себя скелет, тем устойчи-
вее грунт. Следовательно, сам процесс пе-
рераспределения напряжений между скеле-
том и поровой жидкостью во времени имеет 
большое практическое значение. При этом 
одновременный учет старения и ползучести 
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скелета грунта снижает величину порового 
давления в процессе консолидации. Увели-
чивает величину начальной осадки и замед-
ляет скорость протекания осадки по сравне-
нию с фильтрационной теорией уплотнения 
земляных масс. При этом продолжитель-
ность протекания осадки по сравнению 
с фильтрационной теорией сокращается.

Следует заметить, что решению по-
добных вопросов также посвящены 
работы [2, 3, 8].
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