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Теория фазовых переходов второго рода Ландау применена к кристаллам, испытывающим структур-
ные фазовые превращения, описывающиеся двухкомпонентным параметром порядка, инвариантным от-
носительно группы симметрии 3m. В рамках модели термодинамического потенциала шестой степени по 
компонентам параметра порядка получены уравнения состояния однопараметрических фаз, изучены усло-
вия их термодинамической стабильности и предсказана возможность существования их изосимметрийных 
модификаций. Сформулированы необходимые условия сосуществования изосимметрийных модификаций 
на фазовых диаграммах. Результаты теоретического и компьютерного исследования термодинамического 
потенциала представлены в виде двумерных фазовых диаграмм в пространстве коэффициентов феномено-
логического потенциала. Показана возможность существования на фазовой диаграмме линий двухфазного 
и трёхфазного равновесий между однопараметрическими фазами. Приведён пример системы, для которой 
экспериментально установлено существование изосимметрийных фаз.
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THEORETICAL PREDICTION OF ISOSYMMETRICAL CRYSTAL PHASES 
IN THERMODYNAMIC SYSTEMS WITH SYMMETRY 3M
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Landau’s theory of the second-order phase transitions is applied to crystals, undergoes structural phase 
transitions, being described by two-component order parameter invariant concerning the symmetry group 3m. The 
equation of state of one-parametrical phases is obtained, conditions of their thermodynamic stability are studied and 
possibility of existence of their isosymmetrical modifi cations is predicted within the model of the thermodynamic 
potential of the sixth degree of order parameter components. Necessary conditions of coexistence of isosymmetrical 
modifi cations on phase diagrams are formulated. Results of theoretical and computer research of thermodynamic 
potential are presented in the form of two-dimensional phase diagrams in space of coeffi cients of phenomenological 
potential. Possibility of existence of lines of two- and three-phase equilibria between one-parametrical phases on 
the phase diagram is shown. The example of system for which existence of isosymmetrical phases is experimentally 
established is given.
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В наших работах [2, 6] изучено явле-
ние распада мультикритической точки для 
случая термодинамического потенциала, 
инвариантного относительно группы пре-
образований 3m (C3v). Это явление впер-
вые было теоретически исследовано в [3]. 
Термодинамический потенциал с такой 

симметрией описывает структурные фа-
зовые превращения в некоторых интер-
металлидах, пероксидах, шпинелях, гра-
натах и т.д.

Симметрия потенциала, представляе-
мого в виде разложения шестой степени по 
компонентам параметра порядка η:

   (1)

где    обуслав-
ливает существование на фазовой диаграм-
ме нескольких симметрийно неэквивалент-
ных типов фаз: высокосимметричная фаза I 
(η1, η2 = 0), однопараметрические фазы II 
(η1 < 0, η2 = 0) и III (η1 > 0, η2 = 0), двухпара-
метрическая фаза IV (η1, η2 ≠ 0) [3]. 

Целью работы является исследование 
возможности существования на фазовой 
диаграмме для данного типа потенциала 
изосимметрийных модификаций однопара-
метрических фаз.

Условия существования 
изоструктурных фаз

Рассмотрим уравнение состояния одно-
параметрических фаз:
   (2)
где
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Нас интересуют только те из корней 

уравнения (2), которые удовлетворяют двум 
условиям термодинамической устойчиво-
сти, т.е. достаточным условиям минимума 
потенциала (1):

Уравнение состояния (2) может иметь 
два или четыре действительных корня или 
не иметь их вовсе. Для существования не-
скольких изосимметрийных однопараме-
трических модификаций уравнение (2) 
должно иметь несколько корней одного 
знака. Если, однако, оно имеет только два 
корня одного знака, то эти корни не могут 
одновременно отвечать устойчивым моди-
фикациям, ибо в этом случае один из корней 
соответствует максимуму, а не минимуму 
термодинамического потенциала (1). Для 
существования двух устойчивых (согласно 
первому условию устойчивости) модифика-
ций одной и той же однопараметрической 
фазы нужно, чтобы уравнение (2) имело не 
менее трёх корней одного знака, а общее 
число его корней должно быть равно четы-
рём. Однако и этих условий оказывается не-
достаточно. Можно показать, что если име-
ется только три корня одного знака, то для 
выполнения первого условия устойчивости 
для двух из них нужно потребовать выпол-
нения условия α1 < 0.

Итак, необходимыми условиями суще-
ствования изосимметрийных однопараме-
трических фаз являются следующие требо-
вания:

1) уравнение (2) должно иметь четыре 
действительных корня;

2) не менее трёх корней из них должны 
иметь одинаковый знак;

3) если имеется только три корня одного 
знака, то должно быть также α1 < 0.

Эти условия не являются достаточными, 
ибо не учитывают второе условие устойчиво-
сти, которое, как показали компьютерные рас-
четы, в ряде случаев вносит лишь незначитель-
ные коррективы в форму искомых областей.

Используя три перечисленных выше ус-
ловия и теорему Штурма, можно показать, 
что область сосуществования двух удовлет-
воряющих первому условию устойчивости 
модификаций фазы типа II возникает, если

E, H, J > 0, N = 0 
или 

E, H, J > 0, N = 1, α1 < 0.
Аналогично для фазы III:

E, H, J > 0, N = 4 

или 
E, H, J > 0, N = 3, α1 < 0.

Здесь N – число перемен знака в ряду 
величин D, C, G, I, J, и

Примеры расчётных фазовых диаграмм 
с изоструктурными модификациями
Приведём несколько примеров. На 

рис. 1 показана фазовая диаграмма (по-
строенная в координатах коэффициентов 
модельного потенциала α1 и β1, являющих-
ся в теории Ландау линейными функциями 
обычных интенсивных термодинамических 
параметров), где сплошными линиями обо-
значены границы областей устойчивости 
фаз, а мелким пунктиром – линии фазовых 
переходов первого рода. Крупным пункти-
ром обозначена граница области одновре-
менной устойчивости двух модификаций 
фазы II. В этой области уравнение (2) имеет 
три отрицательных корня и один положи-
тельный. Двум «сериям» отрицательных 
корней, удовлетворяющим условиям устой-
чивости, можно поставить в соответствие 
различные модификации фазы II: меньший 
по модулю корень можно условиться от-
носить к модификации IIa, а больший – 
к модификации IIb. Прямая линия в этой 
области, проведённая мелким пунктиром, 
обозначает равновесие между двумя моди-
фикациями. Например, при β1 = 0 равно-
весие достигается при α1,eq = –2,0645. Если 
α1 < α1,eq, то более устойчивой (т.е. отвечаю-
щей наиболее глубокому минимуму потен-
циала) является фаза IIb, если же α1 > α1,eq, 
то наиболее устойчива фаза IIa. В сечении 
η2 = 0 при «равновесном» значении α1 = α1,eq 
два минимума потенциала Φ = f(η1), соот-
ветствующие двум модификациям фазы II, 
имеют одинаковую глубину, а при других 
значениях α1 один из минимумов – более 
глубокий и соответствует более устойчивой 
модификации.

Изменив коэффициент δ1, получим дру-
гую диаграмму (рис. 2). Здесь также име-
ется область, где фаза II может быть в виде 
двух модификаций, но теперь она частично 
принадлежит области «II + III», в которой 
пунктиром проведена линия равновесия 
между фазой III и наиболее устойчивой мо-
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дификацией фазы II. Эта линия совпадает 
с линией равновесия между двумя модифи-
кациями фазы II, так что здесь мы имеем 

дело с трёхфазным равновесием: на этой 
линии совпадают термодинамические по-
тенциалы фаз IIa, IIb и III.

Рис. 1. Возникновение областей 
сосуществования нескольких модификаций 
фазы II. Случай α2 = 8, α3 = 1, δ1 = 7,7

Рис. 2. Возникновение областей 
сосуществования нескольких модификаций 

фазы II. Случай α2 = 8, α3 = 1, δ1 = 8

Вопрос об изоструктурных фазовых пе-
реходах для рассматриваемого модельного 
потенциала (1) ранее затрагивался в работе 
[1], где, однако, не было указано на возмож-
ность существования описанной нами не-
прерывной линии трёхфазного равновесия.

Заключение
В заключение отметим, что фазовые ди-

аграммы с областями сосуществования изо-
симметрийных однопараметрических фаз 
могут быть экспериментально получены 
для различных классов кристаллов. В слу-
чае кристаллов со структурой шпинели 
(пространственная группа Fd3m) структу-
ры однопараметрических фаз имеют тетра-
гональную симметрию (пространственная 
группа I41/amd) [4, 5, 7]. В работе [8] экс-
периментально доказано существование 
прогнозируемых изосимметрийных тетра-
гональных модификаций шпинелей.

Результаты работы получены при под-
держке Минобрнауки РФ в рамках государ-
ственного задания на проведение НИОКР, 
шифр заявки N6.8604.2013.
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