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Рассматривается проблема равномерного распределения точек на произвольных аналитических по-
верхностях в трехмерном пространстве. Представлены краткие сведения об истории развития проблемы 
и различные подходы к ее решению. Отмечаются особо важные работы, посвященные данной теме. Пред-
лагается универсальный алгоритм равномерного распределения точек на аналитических поверхностях, за-
данных параметрическим способом. Описывается методология получения функции плотности совместного 
распределения параметров, соответствующей равномерному распределению точек на поверхности. Описы-
вается обобщенный метод Неймана для генерации двумерной случайной величины по известной функции 
плотности совместного распределения. Демонстрируются визуальные результаты работы алгоритма, реали-
зованного в системе компьютерной математики Wolfram Mathematica 7.0. Приводятся примеры распределе-
ния точек на поверхностях сферы, тора, геликоида, поверхности «Падающая капля» и бутылки Клейна. По 
полученным результатам даются выводы об эффективности и универсальности предложенного алгоритма, 
возможностям его развития и усовершенствования.

Ключевые слова: равномерное распределение точек на поверхностях, генерация двумерной случайной 
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Проблема равномерного распределе-
ния точек на различных поверхностях имеет 
большую важность для многих прикладных 
исследований. Она имеет значение для таких 
направлений, как математическое моделиро-
вание, численные методы, компьютерная гра-
фика, технологии армирования и флокирова-
ния структурно-неоднородных сред и т.д. 

Благодаря своей вариативности и боль-
шим прикладным возможностям, в на-
стоящее время проблема вышла за рамки 
вспомогательной задачи частных интерпре-
таций и начала приобретать оттенки обще-
теоретического значения. География работ, 
посвященных этой проблеме, достаточно 
широко представлена, а количество работ 
постоянно увеличивается. 

Наиболее четко постановка рассматри-
ваемой задачи, возможные пути ее реше-

ния иллюстрируются на одном из частных 
случаев – проблеме равномерного рас-
пределения точек на поверхности сферы 
[9, 11–13]. С середины XX века в ведущих 
мировых научных изданиях, таких как жур-
налы «Biometrics», «Annals of Mathematical 
Statistics» и т.д., стали появляться работы, 
описывающие различные подходы к реше-
нию проблем равномерного распределе-
ния точек на поверхности сферы. Как итог 
многолетнего исследовательского процесса 
эти алгоритмы стали входить в уже ставшие 
классическими труды по теории вероятно-
сти, математической статистики и методам 
Монте-Карло [11]. Также следует отметить, 
что задача равномерного распределения 
точек на поверхности сферы тесно связа-
на с одной из крупнейших математических 
проблем XXI века, включенных в список 
Стивена Смейла (seventh Smales’s problem 
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[7, 8]). Проблеме также посвящена отдель-
ная страница в популярной математической 
интернет-энциклопедии Wolfram MathWorld 
[13]. Наряду с феноменологическими под-
ходами к решению задачи равномерного 
распределения точек на поверхности сферы 
[7, 8] применяются методы статистического 
моделирования [9, 12, 13]. Помимо алгорит-
мов равномерного распределения точек на 
поверхности сферы в трехмерном «физи-
ческом» пространстве также немало работ 
посвящено решению аналогичной задачи 
для случая с многомерным пространством. 
Особо стоит отметить работу «Simulation of 
random distributions on surfaces» (G. Melfi , 
G. Schoier, [10]), в которой предлагается ме-
тод равномерного распределения точек уже 
на поверхностях, заданных явным образом 
в виде функции z = z(x, y).

Алгоритмы равномерного распределе-
ния точек на сфере, а также на поверхно-
стях, заданных явным образом в виде функ-
ции z = z(x, y), основанные на методе взятия 
обратной функции для плотности распреде-
ления случайной величины и методе Ней-
мана, были изложены авторами в работе [2], 
в которой также обсуждалась возможность 
обобщения этих методов для случаев обще-
го задания поверхностей в параметриче-
ской форме. Как обобщающий итог иссле-
дований, посвященных рассматриваемой 
проблематике, в данной статье представлен 
алгоритм равномерного распределения то-
чек на произвольных аналитических по-
верхностях, которые могут быть заданы 
в параметрической форме.

В основу алгоритма положен метод 
статистического моделирования, заключа-
ющийся в генерировании координат точек 
по вычисляемой аналитически функции 
плотности совместного распределения па-
раметров, соответствующей равномерному 
распределению точек на поверхности. Для 
генерирования значения двумерной случай-
ной величины используется обобщенный 
метод Неймана [8]. Все алгоритмы реализо-
ваны в системе компьютерной математики 
(СКМ) Wolfram Mathematica 7.0, в ней же 
получены и все визуальные модели.

Общая постановка задачи 
и методология ее решения

Очевидно, что равномерно распределять 
точки на плоскости нетрудно, достаточно 
помещать их в узлы координатной сетки, 
либо генерировать координаты с помощью 
эталонного генератора случайной величины 
с равномерным распределением на задан-
ном отрезке. Также просто решается зада-
ча о равномерном распределении точек на 

разворачиваемых поверхностях, таких как 
конусы, цилиндры, торсовые поверхности. 
В случае же с неразворачиваемыми поверх-
ностями – эллипсоид, сфера, тор, параболо-
ид и т.д. – задача значительно усложняется.

Целью исследования являлось получе-
ние универсального алгоритма равномерно-
го распределения точек на аналитических 
поверхностях ненулевой Гауссовой кривиз-
ны, заданных параметрическим способом, 
и иллюстрация равномерных распределе-
ний на поверхностях сферы, тора, геликои-
да, «Падающей капли», бутылки Клейна. 

Отметим, что под понятием «равно-
мерное распределение точек на поверхно-
сти» понимается такое распределение, при 
котором на двух произвольных элементах 
поверхности с одинаковыми площадями 
располагается одинаковое число точек. Так 
как предполагается распределение большо-
го количества точек, то для решения зада-
чи применяются методы статистического 
моделирования. Для каждой поверхности 
находится функция плотности совместного 
распределения параметров, удовлетворяю-
щая равномерному распределению точек на 
рассматриваемой поверхности.

Для нахождения функции плотности 
совместного распределения используются 
возможности символьной математики па-
кета Wolfram Mathematica 7.0. Эти средства 
позволяют усиливать численные алгоритмы 
(численное интегрирование, нахождение 
экстремумов функций и т.д.) символьными 
вычислениями (например, нахождения про-
изводных в общем виде), что делает алго-
ритмы предельно универсальными.

Нахождение функции плотности 
совместного распределения 
вероятностей при описании 

равномерного распределения точек 
на произвольных поверхностях

Пусть поверхность задана параметри-
ческими уравнениями x = x(u, v), y = y(u, v), 
z = z(u, v) на области D = {u1 ≤ u ≤ u2; v1 ≤ v ≤ v2}. 
Необходимо найти аналитически f(u, v) – 
функцию плотности совместного распре-
деления параметров u, v, соответствующую 
равномерному распределению точек на рас-
сматриваемой поверхности.

В случае, когда точки равномерно рас-
пределяются на поверхности, вероятность 
попадания произвольной точки А на элемент 
поверхности dS с одной стороны равна: 

где, согласно [1, 3],
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(E, F, G – коэффициенты первой квадратич-
ной формы поверхности). Следовательно,

С другой стороны, вероятность попада-
ния точки А на элемент поверхности  равна

Принимая во внимание вышеизложен-
ные соотношения, получаем равенство:

Откуда окончательно находим искомую 
функцию плотности совместного распре-
деления параметров, соответствующую 
равномерному распределению точек на рас-
сматриваемой поверхности:

Генерируя значения параметров u, v 
с использованием функции f(u, v), получим 
равномерное распределение точек на по-
верхности.

Метод Неймана генерирования 
многомерной случайной величины 
по известной функции плотности 

совместного распределения параметров
Для моделирования одномерной случай-

ной величины по функции плотности распре-
деления применяются различные методы [5, 
11]. Например, метод взятия обратной функ-
ции удобен в случаях, когда можно получить 
аналитически обратную функцию. Однако 
применение данного метода усложняется 
в случаях многомерных распределений зави-
симых случайных величин. Универсальным 
методом генерирования случайных величин 
по известным плотностям распределения 
является метод Неймана (метод усечения), 
суть которого рассмотрим сначала на приме-
ре одномерной случайной величины. В этом 
случае алгоритм реализуется следующим 
образом [5, 11]:

1. Функция плотности распределения 
вписывается в прямоугольник.

2. Генерируются два независимых числа 
эталонным генератором случайной величи-
ны с равномерным распределением на ин-
тервале (0, 1) и масштабируются по сторо-
нам прямоугольника.

3. Если полученная точка попадает в об-
ласть под графиком плотности распределе-
ния, то точка принимается, иначе отбрасы-
вается. 

4. Повторяются действия 2–3 до тех пор, 
пока не будет сгенерировано необходимое 
число точек. 

При переходе к многомерным случаям 
процедура генерации сохраняется с уче-
том изменения размерности пространства. 
Для двумерных случайных величин, соот-
ветствующих нашему случаю, сохраняется 
наглядность алгоритма, так как процедура 
усечения осуществляется в трехмерном 
«физическом» пространстве. В этом случае 
алгоритм реализуется следующим образом:

1. Определяется  – макси-
мальное значение функции f(u, v) на обла-
сти D = {u1 ≤ u ≤ u2; v1 ≤ v ≤ v2}.

2. Генерируются числа

 ,   ,
где R – эталонный генератор случайного 
числа с равномерным распределением на 
интервале (0, 1);

3. Выполняется проверка: если 
, 

где R – эталонный генератор случайно-
го числа с равномерным распределением 
на интервале (0, 1), то точка принимается, 
в противном случае отбрасывается.

4. Повторяются действия 2–3 до тех пор, 
пока не будет сгенерировано необходимое 
число точек.

Визуализация результатов
Описанные выше алгоритмы были реа-

лизованы в пакете Wolfram Mathematica 7.0, 
который позволяет также строить визуаль-
ные модели, что является удобным для кон-
троля работы программы и демонстрации 
результатов. Ниже представлены некоторые 
визуальные результаты работы алгоритма.

На рис. 1 представлена поверхность 
сферы и равномерное распределение 
15000 точек на ней. Поверхность сферы за-
дана уравнениями: 

где 0 ≤ u ≤ π, 0 ≤ v ≤ 2π.
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Рис. 1. Равномерное распределение 15000 точек 
на поверхности сферы, ViewPoint: {1,2,2}

На рис. 2 представлена поверх-
ность тора и равномерное распределение 
20000 точек на ней. Поверхность тора зада-
на уравнениями: 

где 0 ≤ u ≤ 2π, 0 ≤ v ≤ 2π.

Рис. 2. Равномерное распределение 20000 точек 
на поверхности тора, ViewPoint: {1,2,2}

На рис. 3 представлена поверхность 
геликоида и равномерное распределение 
15000 точек на ней. Поверхность геликоида 
задана уравнениями: 

 
где 0 ≤ u ≤ 2π, 0 ≤ v ≤ 2π.

Рис. 3. Равномерное распределение 15000 точек 
на поверхности геликоида, ViewPoint: {1,2,2}

На рис. 4 представлена поверхность 
«Падающая капля» и равномерное распре-
деление 20000 точек на ней. Поверхность 
«Падающая капля» задана уравнениями [4]: 

где 0 ≤ u ≤ 2π, 0 ≤ v ≤ 1.

Рис. 4. Равномерное распределение 
20000 точек на поверхности «Падающая 

капля», ViewPoint: {1,2,2}

На рис. 5 представлена поверхность 
бутылки Клейна и равномерное распреде-
ление 20000 точек на ней. Поверхность бу-
тылки Клейна задана уравнениями [6]:
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где –π/2 ≤ π/2 , 0 ≤ v ≤ 2π.

Рис. 5. Равномерное распределение 15000 точек 
на поверхности бутылки Клейна, 

ViewPoint: {1,2,2}

Визуальный анализ полученных резуль-
татов равномерного распределения точек на 
поверхностях различных типов подтверж-
дает правильность работы алгоритма.

Выводы
Приведенные конкретные примеры ре-

ализации предложенного метода равномер-
ного распределения точек на аналитических 
поверхностях подтверждают его высокую 
эффективность и универсальность. Визу-
альный анализ полученных графических ре-
зультатов свидетельствует о равномерном 
распределении точек на поверхностях. Пред-
ложенный алгоритм может быть обобщен 
для генерирования неравномерного распре-
деления точек на заданной поверхности. 
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