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Обсуждаются результаты аналитического анализа свойств случайных блужданий броуновской частицы 
в ограниченной области рассеяния. Рассмотрена модель статистического распределения случайной последо-
вательности, основанная на работах А. Эйнштейна и М. Смолуховского. Показаны формулы аналитического 
выражения плотности распределения в случае односторонней ограниченной области рассеяния и в случае 
двусторонней ограниченной области рассеяния. Получены зависимости среднего значения смещения и ква-
драта смещения от числа шагов Монте-Карло для различных значений интервала рассеяния. Показано, что 
зависимости среднего значения смещения и квадрата смещения от времени при больших временах блужда-
ний асимптотически стремятся к некоторому конечному значению, определяемому размером области рассе-
яния. Получена зависимость квадрата смещения броуновской частицы от размера области рассеяния. Сфор-
мулированы рекомендации для определения начального вектора параметров при использовании численных 
методов для нахождения параметров распределения.
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Нормальное распределение случайной 
величины имеет неограниченную область 
рассеяния. В то же время область значений 
случайных величин, анализ которых прихо-
дится проводить в естествознании, технике 
и экономике, оказывается конечной. Как 
следствие, распределения данных случай-
ных величин отличаются от идеализиро-
ванной модели с неограниченной областью 
рассеяния. В качестве примеров физиче-
ских характеристик с ограниченной обла-
стью рассеяния можно привести плотность 

углей, изменяющуюся в диапазоне от ρmin 
до некоторого максимального значения ρmax, 
время безотказной работы группы однотип-
ных приборов, изменяющееся в диапазоне 
от некоторого минимального значения Tmin 
до некоторого максимального Tmax и т.д.

Для описания распределений обсуждае-
мых случайных величин известны два аль-
тернативных подхода. Первый подход осно-
ван на описании распределения случайной 
величины с помощью усеченных функций 
нормального распределения [1]:

  (1)

где  



58

FUNDAMENTAL RESEARCH    №4, 2013

TECHNICAL SCIENCES
φ(x) − плотность стандартного нормаль-

ного распределения N(0, 1); 

 − функция Ла-

пласа; μ, σ − параметры исходного нормаль-
ного распределения; xmin < xmin − точки усе-
чения. 

Во втором подходе, базирующемся на 
работах А. Эйнштейна и М. Смолуховского 

по теории броуновского движения [7], мо-
дель статистического распределения слу-
чайной последовательности строится как 
распределение конечного состояния неко-
торого случайного процесса без последей-
ствия с ограниченной областью рассеяния 
[3]. Его плотность распределения, являю-
щаяся линейной комбинацией плотностей 
распределений мнимых источников (рис. 1), 
описывается следующим выражением [4]:

  (2)

где х0 – положение центра рассеяния в си-
стеме координат с началом в центре отрезка 
[xmin, xmax]; σs − СКО случайного процесса 
при отсутствии ограничения; l = xmax – xmin – 
размах области рассеяния; А – нормировоч-
ный коэффициент, определяемый из условия

  (3)

здесь  вычисляются в по формулам:

  (4)

соответственно функция распределения

 (5)

Рис. 1. К вычислению координат фиктивных источников

Результаты сравнительного анализа рас-
пределений (1), (2), проведенные в рабо-
те [4], показывают, что при использовании 
математической модели (1) для описания 
функции распределения случайной последо-
вательности с ограниченной областью блуж-
дания в зависимости от значений параме-
тров математической модели ошибка может 
достигать 10 %. В этой связи для аппрокси-
мации распределений случайных величин, 
область значений которых из физических 
соображений является ограниченной, следу-
ет использовать математическую модель (2), 
зависящую от следующих 4-х параметров: 
x0, σ, l = xmax – xmin  Кроме того, при практи-
ческом использовании (2) в список параме-
тров модели с неизбежностью приходится 
вводить еще один параметр – количество 

мнимых источников Nf, используемых в (2), 
от которого также будет зависеть точность 
аппроксимации функции распределения. 
Таким образом, фактически математическая 
модель (2) является 5-параметрической.

Напомним, что существование решения 
задачи аппроксимации распределения слу-
чайной последовательности обеспечивает-
ся теоремой Гливенко [1], в соответствии 
с которой эмпирическая функция распреде-
ления FN(x) равна
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любой упорядоченной по возрастанию со-
вокупности случайных величин 

при N → ∞ сходится, вообще говоря, к не-
известной истинной интегральной функции 
распределения   – вектор параме-

тров. Для случайной величины с ограни-
ченной областью рассеяния

Традиционно, вектор параметров  на-
ходят как решение одной из следующих 
задач:

  (6)

  (7)

где Φ – тот или иной функционал, вид ко-
торого зависит от выбранного критерия 
близости функций  и FN(xk). 
Например, для решения задачи (6) можно 
использовать метод максимального прав-
доподобия, задачи (7) – метод наименьших 
квадратов и т.д.

Отметим, что в подавляющем большин-
стве случаев решение задач (6), (7) сводит-
ся к решению некоторой, вообще говоря, 
нелинейной системы уравнений, которое 
может быть найдено только численно. При 
этом точность оценки вектора параметров  
оказывается напрямую зависящей от удач-
ного выбора начального приближения  
и области, в которой осуществляется поиск 
возможных значений координат вектора. 
В этой связи разработка научно обоснован-
ных рекомендаций по выбору начального 
приближения и области поиска возможных 
значений параметров в задаче оценки пара-
метров функции распределения случайной 
величины с ограниченной областью рассея-
ния является актуальной. 

В статье обсуждаются результаты ана-
литического исследования свойств слу-
чайных блужданий броуновской частицы 
в ограниченной области рассеяния, позво-
ляющие установить связь между размерами 
области случайных блужданий и параме-
трами функции распределения.

Свойства случайных блужданий 
с неограниченной областью рассеяния
Предваряя обсуждения особенностей 

случайных блужданий в ограниченной об-
ласти, напомним, следуя [5], основные 
свойства случайных блужданий с неогра-
ниченной областью рассеяния. В данной 
одномерной модели случайных блужда-
ний частицы предполагается, что частица 
в начальный момент времени расположена 
в точке с координатой x0 = 0. Далее на каж-
дом шаге частица совершает перемещение 
на величину шага с вероятностью p влево 
или с вероятностью q = 1 – p вправо. Тогда 
вероятность нахождения частицы через n 

шагов в точке с координатой x = m∙Pn(m) , 
вычисляется по формуле

  (8)

где n + m n – m − число элементарных сме-
щений (шагов) вправо и влево соответ-
ственно. (Здесь, если n – четно, то m тоже 
четно, и, наоборот, если n – нечетно, то m 

тоже нечетно). При  выражение 
(8) принимает следующий вид:

  (9)

Соотношения (8), (9) с физической 
точки зрения могут быть истолкованы сле-
дующим образом [2]. Предположим, что 
в начальный момент времени в точке x = 0 
имелось большое количество частиц (ан-
самбль частиц). Далее частицы начинают 
перемещаться под действием случайных 
толчков независимо друг от друга. Тогда 
(8), (9) есть доля частиц, оказавшихся на 
расстоянии m от начала отсчета.

При больших значениях n выражение 
(9) в соответствии с локальной теоремой 
Муавра-Лапласа аппроксимируется следу-
ющим выражением:

  (10)

где n – число шагов, совершенных частицей.
Из (10) видно, что при достаточно боль-

шом числе шагов распределение координат 
частицы, совершающей случайные блужда-
ния, описывается нормальным законом рас-
пределения.

Зависимость координаты частицы, ус-
редненной по ансамблю частиц, совершаю-
щих независимые перемещения, от номера 
шага перемещения n
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где  N – число частиц в ансамбле, для 
случая x = 0 описывается выражением [6]
  (11)
для случая x ≠ 0 описывается выражением
  (12)

Зависимость квадрата смещения части-
цы, усредненной по ансамблю частиц, со-
вершающих независимые перемещения, от 
номера шага перемещения n

где  N – число частиц в ансамбле, для 
случая x = 0 описывается выражением [6]

  (13)
для случая x ≠ 0 описывается выражением
  (14)

Если , выражения (11)–(14), 
соответственно, принимают следующий 
вид:
  (15)

  (16)

  (17)

  (18)
Из выражений (13), (14), (17), (18) вид-

но, что дисперсия случайного блуждания 
зависит линейно от числа шагов частицы, 
совершающей случайные блуждания, что 
соответствует результату, полученному А. 
Эйнштейном для броуновского движения, 
который показал [7], что дисперсия линей-
но зависит от времени t, что эквивалентно, 
в данном случае, числу случайных шагов n. 

Свойства случайных блужданий 
в области, ограниченной с одной стороны

Рассмотрим, следуя [5], свойства слу-
чайных блужданий в области, ограничен-
ной справа абсолютно упругой отражаю-
щей стенкой, расположенной в точке xmax 
Присутствие стенки обеспечивает с веро-
ятностью, равной единице, что при следу-
ющем толчке частица будет двигаться в на-
правлении, противоположном направлению 
движения на предыдущем шаге. Изобра-
зим положение частицы на плоскости (x, t) 
(рис. 2).

Рис. 2. Случайное блуждание частицы с одной отражающей стенкой

Так как при каждом толчке частица пе-
ремещается на одну единицу «вверх» и с ве-
роятностью q на единицу вправо или c ве-
роятностью p влево, то траектория частицы 
на плоскости (x, t) представляет собой лома-
ную линию. Если x = xmax, то при очередном 
толчке частица сдвинется на единицу влево 
и окажется в точке x = xmax – 1.

Для подсчета вероятностей P(x = m) 
мысленно откинем стенку и разрешим ча-
стице двигаться свободно. Идеализиро-
ванные пути, приводящие частицу в сим-
метрично расположенные относительно 
стенки x = xmax точки А и А, представлены 
на рис. 2. Из рис. 2 видно, что для попада-
ния в действительности частицы в точку А, 
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необходимо и достаточно, чтобы при дви-
жении в области без отражающей стенки 
частица достигла либо точки А, либо точки 
А. Но вероятность попасть в точку А в си-
туации без отражающей стенки вычисля-
ется для случая q ≠ p в соответствии с (8), 

а для случая  в соответствие с (9).

Аналогично, вероятность попасть в точ-
ку А с абсциссой 2xmax – m равна

 (19)

При больших значениях n при  

выражение (19) в соответствии с локальной 
теоремой Муавра-Лапласа аппроксимиру-
ется следующим выражением:

(20)
Из (20) видно, что в рассматриваемом 

случае вероятность представляет сумму двух 
нормальных распределений: одного распо-
ложенного в точке x = m, второго – в точке 
x = 2xmax – s Соотношения (8), (9) с физиче-
ской точки зрения могут быть истолкованы 
следующим образом [2]. Предположим, что 
в начальный момент времени в точках x = 0, 
x = 2xmax – s имелось большое количество 
частиц (ансамбль частиц). Далее частицы 
начинают перемещаться под действием слу-
чайных толчков независимо друг от друга. 
Тогда (19), (20) есть доля частиц, оказавших-
ся на расстоянии m от начала отсчета.

Для случая x ≠ 0 (19) и q ≠ p (20) прини-
мают следующий вид:

  (21)

для случая :

  (22)

Свойства случайных блужданий 
в ограниченной области рассеяния
Добавление дополнительной отражаю-

щей стенки в точке x = xmin приведет к появ-
лению бесконечной системы, состоящей из 

источников частиц (см. рис. 1), координаты 
которых вычисляются в соответствии с (4), 
поэтому вероятность нахождения частицы 
в точке с координатой x = m можно вычис-
лить по следующей формуле:

  (23)

где Pn(x = m); 

вычисляются в соответствии с (8), (9).
Отметим, что координаты   вы-

числяются в соответствии с (4) в системе 
координат с центром в середине области 
рассеяния (локальная система координат) 

(см. рис. 1). Поэтому при задании значений 
координат отражающих границ и координа-
ты центра рассеяния в системе координат 
с центром в точке x = 0 (абсолютная систе-
ма координат) нужно пересчитывать коор-
динаты x0, xmin, xmax, m из абсолютной в ло-
кальную систему координат по следующим 
очевидным формулам:
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где     
Рассмотрим результаты расчетов функ-

ции распределения, а также зависимости 

  для различных значений x0, 

xmin, xmax, представленные на рис. 3. 

а) Поверхность, задаваемая функцией 
N∙Pn(m):x0 = 0; xmin = –50; xmax = 50; 

l = 50;m = xmin, xmin+2, xmax; n = 50, 60, ..., 10000
б) Зависимость  

от 

в) Зависимость : x0 = 0  
l = 6, 14, ..., 200 

г) Зависимость от 2l: x0 = 0 x1 = –40 

д) Зависимость : x0 = –40, –30, ..., 40 
xmin = –xmax,  

е) Зависимость : x0 = –40, –30, ..., 40 
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ж) Зависимость : x0 = 10, 20, ..., 100 
xmin = 0, xmax = 100, L/2 = 50, 

з) Зависимость : x0 = 10, 20, ..., 100 
xmin = 0, xmax = 100, L/2 = 50, 

Рис. 3. Результаты исследования случайных блужданий с ограниченной областью рассеяния

Из рис. 3 видно, что случайные блужда-
ния в ограниченной области рассеяния име-
ют следующие свойства:

1. Для случая x0 = 0 и x2 = –x1 плотность 
распределения при n → ∞ стремится к рав-
номерному закону распределения с цен-
тром в точке x0 = 0 и областью рассеяния 
2l = x2 – x1 (рис. 3,а, б).

2. Для случая x0 = 0 и x2 = –x1 зависи-
мость  при n → ∞ стремится к неко-
торому предельному значению, опреде-
ляемому размером области рассеяния 2l 
(рис. 3,в, г).

3. Зависимость  при n → ∞ вне зави-
симости от координаты начальной точки x0 
стремится к равномерному закону распре-
деления с областью рассеяния 2l = x2 – x1 
и средним значением 

(рис. 3,д, ж).
4. Зависимость  при n → ∞ вне 

зависимости от координаты x0 стремится 
к некоторому предельному значению, опре-
деляемому размером области рассеяния 2l 
(рис. 3,е,з).

5. Для нахождения предельного значе-
ния зависимость  при n → ∞ следует 
использовать зависимость, представленную 
на рис. 3,г.

Заключение
Существуют принципиальные отличия 

между случайными блужданиями с неогра-
ниченной областью рассеяния, у которых 
средний квадрат смешения броуновской 

частицы, линейной неограниченно, увели-
чивается с течением времени, и ограничен-
ной областями рассеяния, у которых данная 
величина стремится к некоторому предель-
ному значению, зависящему от квадрата 
размера области случайных блужданий 
и независящему от точки x0.

Результаты проведенных исследований 
позволяют дать следующие рекомендации 
для использования на практике математи-
ческой модели (5) в задаче аппроксимации 
распределения случайной последователь-
ности xi, i = 1, M.

1. Нулевое приближение параметра x0 
нужно выбирать из отрезка , где 

  минимальное и максимальное 
значения случайной последовательности xi, 
i = 1, M.

2. Область поиска истинного значения 
параметра x0 следует ограничить отрезком 

.
3. Нулевое приближение параметра  

нужно оценивать по экспериментальному 
значению области рассеяния  
и зависимости , представлен-
ной на рис. 3,г.

4. Область поиска истинного значения 
параметра σ следует ограничить отрезком 

.
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