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КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДНОГО СИНГУЛЯРНОГО 
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Вырождающиеся эллиптические уравнения представляют собой один из важных разделов современ-
ной теории дифференциальных уравнений с частными производными. В статье в n-мерном евклидовом 
пространстве строятся фундаментальные решения дифференциального уравнения 2m-го порядка с сингу-
лярным оператором Бесселя, действующим по последней переменной. Для получения фундаментального 
решения данного уравнения с особенностью в произвольной точке применяется оператор обобщенного 
сдвига. Такие фундаментальные решения применяются к исследованию краевых задач с условиями типа 
четности на характеристической части границы. Выводятся формулы Грина. С помощью формул Грина до-
казывается единственность поставленных задач. Строятся потенциалы и даны формулы скачков для этих 
потенциалов, для сведения краевой задачи к системе интегральных уравнений.
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The degenerating elliptic equations represent one of important sections of the modern theory of the 
differential equations with private derivatives. In article in n-dimensional Euclidean space fundamental solutions 
of the differential equation 2 m about with Bessel’s acting on the last variable the singulyarny operator are under 
construction. The operator of the generalized shift is applied to obtaining the fundamental solution of this equation 
with feature in any point. Such fundamental decisions are applied to research of boundary value problems with 
conditions such as parity on a characteristic part of border. Green’s fi rst and second formulas are deduced. With the 
help of Green’s formula we prove the uniqueness of problems. Potentials are constructed and formulas are given for 
jumps of these potentials, for data of a regional problem to system of the integrated equations.
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Вырождающиеся эллиптические урав-
нения представляют собой один из важных 
разделов современной теории дифференци-
альных уравнений с частными производны-
ми. Такие уравнения имеют многочисленные 
приложения в газовой динамике, теории ма-
лых изгибаний поверхностей вращения, без-
моментной теории оболочек и др.

Пусть  – полупространство 
xn > 0 евклидова пространства En точек 
x = (x1, x2, ..., xn). Пусть G – конечная область 
в , симметричная относительно плоско-
сти xn = 0 и ограниченная поверхностью . 
Обозначим через  часть G, расположен-
ную в . Граница области G+ разбивается 
(0) и +, расположенные соответственно 
на плоскости xn = 0 и в полупространстве 
xn > 0. Поверхность + является поверхно-
стью класса Λm,B, когда   Λm [3]. Через 

 обозначим область ,  – 
ее граница, расположенная на плоскости 
xn = 0.

Рассмотрим внутреннюю (внешнюю) 
краевую задачу: найти четное по xn решение 
уравнения 
  (1)

в области , (2m – 1) раз непрерывно 
дифференцируемое в  и удовлетворяю-
щее граничным условиям

и в случае внешней задачи удовлетворяю-
щее на бесконечности условиям, обеспечи-
вающим ее единственность. Здесь , 

если l = 2p и , если l = 2p + 1, 

nξ – внешняя нормаль к границе + в точке 

ξ, ,  – 

оператор Бесселя, k – любое положительное 
число, m > 2. Уравнение вида (1) назовем 
В-полигармоническим уравнением.

Известно [2], что фундаментальные ре-
шения уравнения (1) с особенностью в на-
чале координат имеют вид

где  γ = n + k.
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Значения  и  выберем таким об-
разом, чтобы
  (2)
и

   (3)

для любой четной по xn бесконечно диф-
ференцируемой и финитной в  функции 
ϑ(x).

Можно проверить, qm удовлетворяет ус-
ловиям (2) и (3) при следующих значениях 

 и :

С помощью непосредственного подсче-
та получаем, что 

Для получения фундаментального ре-
шения с особенностью в произвольной точ-
ке ξ применим к функции qm(x) оператор 
обобщенного сдвига  [4]:

где 

Так как операторы  и ΔB коммути-
руют, то в силу формальной самосопря-
женности оператора  из формулы (3) 
следует, что 

Пусть u и ω четные по xn функции клас-
са . Тогда имеют ме-
сто тождества 

  (4)

  (5)

при четном m, и 

  (6)

когда m – нечетное число.
Нам понадобятся, для четных по xn функций , первая 

формула Грина 

  (7)
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и вторая формула Грина 

  (8)

Интегрируя обе части тождеств (4), (5), (6) по области G+ и пользуясь формулой (8) 
получим обобщенные формулы Грина

  (9)
для всех четных m и 

   (10)

когда m – нечетное число, а также имеет место формула

      (11)

где , если l = 2p и , если 

l = 2p + 1, nξ – внешняя нормаль к границе 
+ в точке ξ.

Теорема. Задача (1), (2) в классе 
 не может иметь бо-

лее одного решения.
Доказательство. Пусть ω(x) – разность 

двух предполагаемых решений. Тогда эта 
функция в области  удовлетворяет урав-
нению (1), на границе + однородным кра-
евым условиям

  (12)
Очевидно, что 

Пусть m – четное число. В силу форму-
лы (9) и условий (12) следует, что 

  в G+  (13)

  (14)

С помощью первой формулы Грина (7) 
можно установить, что задача (13), (14) име-
ет только нулевое решение, то есть ω ≡ 0.

Пусть теперь m – нечетное число. С учетом 
(10) и начальных условий (12), будем иметь 

Таким образом, получили две задачи

 в G+

и

 в G+,

которые аналогичны задаче (13), (14) следо-
вательно ω ≡ 0. Теорема доказана.

Как было показано в работе [1], имеют 
место следующие интегральные представ-
ления для решения уравнения (1):

  (15)
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Отсюда при j = 0 имеем, что

Введем в рассмотрение потенциалы

     (16)

   

Формулу (15) с помощью этих потенциалов можно записать в виде

  (17)
в том числе при j = 0

   (18)

где  для всех 
  C помощью перену-

мерации потенциалы в формуле (18) распо-
ложим в порядке возрастания индексов их 
плотностей. В результате мы имеем 

 (19)

где . Тогда формулы (17) и (18) 
примут вид

   (20)

   (21)

Выпишем формулы скачка потенциалов 
Wℓ(x, χℓ) 

при этом z  +, индекс i – означает предел 
из ; e – предел из , волна – прямое зна-
чение. Отсюда и из формулы (2) следует

Заключение
В работе исследуются краевые зада-

чи для В-полигармонического уравнения 
2m-порядка в n-мерном случае. Доказы-

вается единственность поставленных за-
дач. Строятся потенциалы и даны формулы 
скачков для этих потенциалов, необходи-
мые для сведения краевой задачи к системе 
интегральных уравнений.
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