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В работе описывается распараллеливание представлений сверхбольших многоразрядных чисел с помо-
щью системы остаточных классов (СОК), Китайской теоремы об остатках (КТО) и Малой теоремы Ферма. 
Такое представление многоразрядных чисел дает преимущества по времени для вычислительных операций 
при значительном большом объеме обрабатываемых данных, так как вся обработка информации проходит 
параллельно и независимо друг от друга. Параллельное представление допускает отображение миллион 
и более разрядных чисел и может широко применяться как в кодировании информации, в алгоритмах сверх-
быстрых вычислений, так и в тестировании суперкомпьютеров. Несмотря на некоторые недостатки, которые 
в свою очередь преодолимы, модулярная система или система остаточных классов является уникальной ма-
тематической средой для параллельных вычислений. Поэтому такую систему можно учитываться при раз-
работке высокопроизводительных систем на базе программируемых интегральных логических схем (ПЛИС) 
и многоядерных процессоров.
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В современной алгоритмической тео-
рии большие и сверхбольшие числа играют 
важную роль в криптографии для постро-
ения шифров различной сложности и для 
тестирования производительности супер-
компьютеров [4, 8]. Исследование сверх-
больших чисел [5] показало, что они имеют 
величины, которые трудно или почти невоз-
можно поразрядно представить в обычных 
позиционных системах счисления.

Если число A = 22147483647 возвести в ука-
занную степень, то оно будет иметь более 
миллиона разрядов. Поэтому такие числа 
нецелесообразно представлять в обобщен-
ной позиционной системе счисления в на-
туральном исходном состоянии. 

Представим сверхбольшие многораз-
рядные числа с помощью обычной позици-
онной системы счисления, в виде инфор-
мационной системы, показанной на схеме 
вычисления сверхбольших чисел (рис. 1), 
и проанализируем их. 

На схеме показано, что на вход алгорит-
ма вычисления сверхбольших чисел (стрел-
ки слева) поступают сверхбольшие много-
разрядные числа, стрелки «сверху-вниз» 

обозначают позиционную систему счисле-
ния и арифметические операции. На выходе 
алгоритма сверхбольшое число-результат. 
Однако если число-результат отобразить 
в обычной позиционной системе, то возни-
кают проблемы:

1. Число не вмещается в типовой ком-
пьютерный диапазон [0, ..., 231].

2. Временные затраты на представление 
числа в обобщенной позиционной системе.

3. Нагрузка на объем оперативной памя-
ти, если число состоит из связанных списков.

По схеме абстрактного представления 
сверхбольшого многоразрядного числа 
(рис. 2) на выходе получается сверхболь-
шое число, которое не вмещается в типовой 
компьютерный диапазон. Наглядно выпол-
нять какие-либо операции с таким числом 
не представляется возможным, так как оно 
занимает сотни страниц файлов любого 
типа из операционной системы Windows.

В связи с этим сверхбольшие многораз-
рядные числа A = 22147483648 эффективно пред-
ставлять в непозиционной системе счисле-
ния – системе остаточных классов, где нет 
переносов из младших разрядов в старшие.
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Рис. 1. Схема вычисления сверхбольших чисел

Рис. 2. Схема абстрактного представления сверхбольшого 
многоразрядного числа в виде связанных списков

Существует проблема, которая со-
стоит в следующем: если сверхбольшое 
многоразрядное число представить с по-
мощью системы остаточных классов 

[5, 7], то число остатков, как и выбран-
ная система оснований, будет большим, 
что в свою очередь влияет на вычисли-
тельные процессы. 
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Введем числовой диапазон в двоичной 

позиционной системе [265537, ..., 22147483648].
Утверждение 1 Число A = 22147483648, 

имеющее количество разрядов из диапазона 
[265537, ..., 22147483648] и более, можно называть 
сверхбольшим многоразрядным числом. 

Число, имеющее миллион и более раз-
рядов, можно назвать сверхбольшим много-
разрядным, так как в реальном исполнении 
оно имеет большое численное значение. 

Утверждение 2 Сверхбольшие много-
разрядные числа, представленные в систе-
ме остаточных классов, зависят от веса по-
зиционного ранга |Z|P [1], а значит, могут 
состоять из большого множества выбран-
ных модулей и соответственно остатков. 
Вес позиционного ранга |Z|P зависит от со-
держания в нем количества простых чисел. 
При вычислении сверхбольших чисел в си-
стеме остаточных классов нужно учитывать 
следующее равенство: 
 0 ≤ A ≤ P, (1)
где A – число, результат вычисления; 

 – основания модулярной систе-

мы, взаимно простые числа. 
Утверждение 3 Сверхбольшое число 

можно представить с помощью системы 
остаточных классов в виде остатков от вы-
четов [3, 5, 6, 7]
 a ≡ b(mod p). (2)

Возможность такого представления чис-
ла определяется следующими теоремами.

Теорема 1 (Китайская теорема об остат-
ках) [2, 3, 5, 6, 7].

Любое целое положительное число 
в системе остаточных классов можно пред-
ставить в виде набора остатков (вычетов) от 
деления этого числа на выбранные основа-
ния (модули) системы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о :  Пусть число 
А = 22147483648 представлено в системе оста-
точных классов как 
 A(a1, a2, ..., an), (3)
где a1, a2,…, an – наименьшие неотрица-
тельные остатков (вычетов), образованные 
путем целочисленного деления числа A на 
выбранные основания

   (4)

где pi – взаимно простые числа.
Пример: 

 (5)

И если  то пред-
ставление числа (3) является единственным 
при условии
 0 ≤ A ≤ Pi. (6)

Тогда число A будет выглядеть следую-
щим образом:

A ≡ a1(mod p1);
 A ≡ a2(mod p2);  (7)

. . . . . . . . . .
A ≡ an(mod pn).

Теорема доказана.
Докажем п. 1.6.
Теорема 2 Если числа в pi = p1, p2, ..., 

pn попарно взаимно просты, то для любых 
остатков a1, a2, ..., an, таких, что 0 ≤ an ≤ pn 
при всех i = 1, 2, ..., n найдется число A, ко-
торое при делении на pi дает остаток ai при 
всех i = 1, 2, ..., n

Д о к а з а т е л ь с т в о :  Применим ин-
дукцию по. При n = 1 утверждение теоре-
мы очевидно. Пусть теорема справедли-
ва при n = k – 1, т.е. существует число M, 
дающее остаток ri при делении нa pi при 
i  {1, 2, ..., k – 1}. Обозначим 
 d = a1, a2, ..., ak–1. (8)

Рассмотрим числа M, M + d, M + 2d, ..., 
M(ak – 1)d. Покажем, что хотя бы одно из 
этих чисел даёт остаток rk при делении на 
ak. Предположим, что это не так. Посколь-
ку количество чисел равно ak, а возможных 
остатков при делении этих чисел на ak мо-
жет быть не более чем ak – 1 (т.к. ни одно 
число не даёт остаток rk), то среди них най-
дутся два числа, имеющих равные остатки. 
Пусть это числа
 M + sdи M + tdM при 0 ≤ s ≤ ak 

 и 0 ≤ t ≤ ak  и s  t. (9)
Тогда их разность 

(M + sd) – (M + td) = (s – t)d 
делится на ak, что невозможно, т.к. 
0 < s – t  < ak и d = a1, a2, ..., ak–1 взаимно 
просто с ak, ибо числа a1, a2, ..., ak–1 попарно 
взаимно просты (по условию). Противоречие.

Теорема доказана.
Так как речь идет о миллион разрядных 

числах, то опишем реальные проблемы их 
построения в системе остаточных классов:

● Выбор количества оснований
● Разрядность выбранных оснований 
● Многоразрядность остатков 
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Это означает, что, если мы строим 

сверхбольшие числа, у которых миллион 
и более разрядов, то количество оснований 
системы будет зависеть от разрядности 
этих чисел. Так, например, если разряд-
ность каждого из выбранных оснований 
маленькая, то соответственно количество 
оснований нужно увеличивать. И, наобо-
рот, если разрядность выбранных основа-
ний большая, то их нужно уменьшить до 
необходимого количества. То есть речь 
идет о расширении или сужении оснований 
системы остаточных классов [7]. Еще одна 
проблема состоит в том, что при отобра-
жении сверхбольшого числа A = 22147483648 
в системе остаточных классов остатки мо-
гут быть тоже многоразрядными. 

В общем случае решить вышеперечис-
ленные проблемы можно с помощью Ма-
лой теоремы Ферма, доказательство кото-
рой приведено в [2, 6] и Китайской теоремы 
об остатках [2, 3, 5, 6, 7]. 

Основной смысл Малой теоремы Ферма 
состоит в том, что если p – положительное 
простое число, a – целое, тогда 
ap–1 ≡ 1(mod p), если p – простое число,  (10)
значит, аk ≡ ar(mod p) и достаточно делать 
вычисления только для экспонент, показа-
тель которых меньше р – 1.

Применяя Китайскую теорему об остат-
ках, можно упростить отображение сверх-
больших чисел. Показав их в виде вычетов 
степеней по модулю n, если известно его 
разложение на простые множители. Пред-
положим, что каждый простой множитель 
входит в это разложение с кратностью 1, 
потому что именно в таком случае метод 
наиболее эффективен.

Допустим, что разложение имеет вид
 n = p1 ... pk,  (11)
где 0 < p1 < ...pk – простые числа. 

Для целых чисел а и m сначала находим 
вычет аm по каждому модулю pi. Если про-
стые множители не слишком велики, то вы-
числения будут очень быстрыми даже для 
больших m и a, поскольку нам помогает это 
делать Малая теорема Ферма (п. 10). 

Предположим, что вычисления сдела-
ны, причем

am ≡ r1(mod p1) и 0 ≤ r1 ≤ p1;

 am ≡ r2(mod p2) и 0 ≤ r2 ≤ p2; (12)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am ≡ rk(mod pk) и 0 ≤ rk ≤ pk.

Поэтому для определения вычета am по 
модулю n нужно решить систему сравнений:

  (13)

Напомним, что модули системы – раз-
личные попарно взаимно простые числа. 
Значит, по Китайской теореме об остат-
ках система всегда имеет решение, к при-
меру r, 0 ≤ ri ≤ pi – 1. Более того, любые 
два таких решения сравнимы по модулю 
p1 ... pk = n … . Так как am тоже решение си-
стемы, имеем am ≡ r(mod n). Следовательно, 
r – вычет amпо модулю n.

Пример. Сюръективно отобразим число 
A = 22147483648 в виде вычетов по выбранным 
основаниям p1 = 11, p2 = 13, p3 = 17, p4 = 19. 
Изменив при этом степень указанного числа 
на единицу 2147483648 – 1 = 2147483647, 
применим Малую теорему Ферма, для 
чего найдем остатки от деления степени 
2147483647 (на p – 1) каждого выбранного 
основания p1, p2, p3, p4. Тогда

pi–1 = 11 – 1 = 10; pi–2 = 13 – 1 = 12; 
pi–3 = 17 – 1 = 16; pi–4 = 19 – 1 = 18; (14)

a′1 = 2147483647 mod 10 = 7;
 a′2 = 2147483647 mod 12 = 7;  (15)

a′3 = 2147483647 mod 16 = 15;
a′4 = 2147483647 mod 18 = 1.

Следовательно 
a1 = 22147483647 ≡ 27(mod 11);

 a2 = 22147483647 ≡ 27(mod 13);  (16)
a3 = 22147483647 ≡ 215(mod 17);
a4 = 22147483647 ≡ 21(mod 19).

Окончательно число A = 22147483647 будет 
выглядеть:

27 ≡ 7(mod 11);
 27 ≡ 11(mod 13);  (17)

215 ≡ 9(mod 17); 
2 ≡ 2(mod 19).

Выводы
1. Распараллеливание представлений 

сверхбольших многоразрядных чисел с по-
мощью системы остаточных классов дает 
преимущество по времени для вычисле-
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ний при большом объеме обрабатываемых 
данных, так как вся обработка информации 
происходит параллельно и независимо друг 
от друга. 

2. Любое многоразрядное число можно 
представить в виде остатков от степенных 
вычетов. 

3. Над представленными параллельным 
образом числами можно проводить уско-
ренные параллельные вычисления. 

4. Если образование остатков ai, произ-
водится независимо друг от друга, то каж-
дое вычисление будет также происходить 
не зависимо друг от друга.
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