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Теоретически исследована фильтрация несжимаемой жидкости в неоднородной пористой среде. С уче-
том различных инерционных эффектов обоснованы уравнения фильтрации. С этой целью пористая среда 
рассматривалась как совокупность капилляров. Для установления связи расхода жидкости с градиентом 
давления учитывались потери давления вследствие извилистости капилляра, непостоянства размеров поро-
вых каналов, пересечения капилляров и вследствие систематического расширения капилляров. Закон филь-
трации в пористой среде получается в результате осреднения по пространству выражений, полученных для 
отдельных капилляров. Показано, что к общепринятым для данных задач уравнениям Форцгеймера необхо-
димо добавить слагаемое, описывающее неоднородность среды. Уточненные уравнения апробированы на 
задаче о фильтрационном потоке в плоском канале с изменяющимся коэффициентом пористости. Обнару-
жена асимметрия течения: скорость фильтрации в сторону увеличения пористости больше, чем в обратном 
направлении. 
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POROUS MEDIUM
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Fluid fl ow through a non-uniform porous medium was theoretically investigated. The equations of a fi ltration 
were verifi ed with the account hydrodynamic inertia effects. For this order the porous medium was considered 
composed from capillaries. The relation between fl ow rate and pressure gradient was determined into account with 
pressure loss due to the winding channels, changing the width of capillaries, the intersection of capillaries and the 
systematic expansion of capillaries. The fi ltration law was obtained as a result of space averaging of expressions for 
some capillaries. It was shown that the Forchheimer’s equations necessary to add a term that describes heterogeneity 
of the medium. The updated equations were tested on a simple problem. The fi ltration in the fl at channel with 
variable coeffi cient of porosity was analyzed. Asymmetry of a fl ow was found: fi ltration velocity towards increase 
in porosity is more, than in the opposite direction. 
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Фильтрационные течения жидкости 
в неоднородных пористых средах широко 
распространены в природе и технике и по-
стоянно привлекают повышенный интерес 
исследователей. Большое количество работ 
посвящено изучению фильтрации в много-
слойных и неоднородных грунтах (см. [1]). 
При этом предполагалось, что неоднород-
ность среды обусловлена только простран-
ственными градиентами проницаемости 
среды, а пористость считалась постоянной. 
Относительно недавно появились работы, 
в которых рассматриваются эффекты, обу-
словленные неоднородностью пористо-
сти среды. Например, в [2] для таких сред 
обнаружено возникновение осредненно-
го течения при наличии периодического 
воздействия.

Целью настоящей работы является те-
оретическое исследование фильтрации не-
сжимаемой жидкости в неоднородной по-
ристой среде. Обосновываются уравнения 
фильтрации, при этом учитываются раз-
личные гидродинамические инерционные 
эффекты, в том числе характерные для не-
однородной среды. Полученные уравнения 
применяются для решения задачи о течении 

жидкости в плоскопараллельном канале 
с неоднородной пористой средой.

Постановка задачи и уравнения 
фильтрации. Рассмотрим движение вяз-
кой несжимаемой жидкости с плотностью 
ρf и динамической вязкостью μ в канале, за-
полненном пористым материалом, возника-
ющее под воздействием перепада давления 
на входе (in) и выходе (out) канала. Матери-
ал канала характеризуется коэффициентом 
пористости ε и проницаемостью K. Будем 
считать, что пористая среда неоднородна 
по пространству, т.е. ε, K – функции коор-
динат. Теоретическое изучение фильтрации 
жидкостей проводится на основе уравнения 
Дарси, устанавливающего связь между гра-
диентом давления и скоростью фильтрации

  (1)

Закон Дарси может быть обоснован при 
помощи общих дифференциальных урав-
нений гидродинамики – уравнений Навье-
Стокса – при условии, что силами инерции 
пренебрегают. С увеличением скорости 
движения жидкости в пористой среде воз-
растает роль сил инерции. При движении 
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жидкости по поровым каналам с большой 
скоростью величины и направления скоро-
стей жидких частиц значительно изменя-
ются по причинам извилистости каналов 
и непостоянства их поперечных размеров. 
Большие изменения скоростей означают 
существование больших сил инерции, что 
приводит к нарушению закона Дарси. При 
этом часто используют уравнение Форц-
геймера, в котором вследствие учета инер-
ционных эффектов появляется слагаемое, 
квадратичное по скорости фильтрации жид-
кости (см.[5])

  (2)

Здесь cF – безразмерный коэффициент 
(трения или торможения) Форцгеймера, 
величина которого зависит от природы по-
ристого материала. В расчетах авторов зна-
чение cF изменялось от нуля (для модели 
Дарси) до единицы для сред с умеренной 
пористостью. Проведем обоснование урав-
нения Форцгеймера для случая неоднород-
ной пористой среды. Для этого рассмотрим 
движение жидкости в тонком капилляре, для 
которого с учетом различных инерционных 
эффектов найдем связь расхода жидкости 
с градиентом давления. Далее представим 
пористую среду как совокупность капилля-
ров и выведем уравнение, связывающее ско-
рость фильтрации и градиент давления. 

Будем учитывать следующие инерцион-
ные эффекты: 

1) потери давления, возникающие 
вследствие извилистости капилляров;

2) «микродросселирование», т.е. нако-
пление потерь давления вследствие непо-
стоянства поперечных размеров поровых 
каналов, имеющих как бы гофрированную 
форму – расширения канала сменяются об-
ластью сужения при постоянном среднем 
диаметре;

3) потери давления на пересечении двух 
капилляров; 

4) потери давления вследствие система-
тического расширения капилляров. 

Абсолютное значение величины пол-
ного градиента давления Δp/ΔL, который 
должен быть приложен для преодоления 
сопротивления движения жидкости, можно 
представить как сумму

  (3)

где Δpμ/ΔL – абсолютное значение величины 
градиента давления, учитывающего сопро-
тивление внутреннего трения вязкой жид-
кости и трение ее о стенки поровых кана-
лов; Δpμ/ΔL – величина градиента давления, 
необходимого для преодоления инерцион-

ных сопротивлений, связанных с особенно-
стями геометрической структуры пористой 
среды. Величина Δpμ/ΔL определяется из 
закона Дарси (1). Что касается градиента 
Δpρ/ΔL, то он находится из расчета потерь 
энергии вследствие указанных выше инер-
ционных эффектов. 

Для начала рассмотрим влияние из-
вилистости капилляра. Будем считать, что 
жидкость движется со скоростью u по ка-
пилляру кругового сечения с диаметром d, 
который состоит из искривленных участков 
с радиусом кривизны R. Тогда на искривлен-
ном участке на частицы жидкости действует 
центростремительное ускорение u2/R, и в ре-
зультате возникает избыточное давление 
ρfu

2d/R. Для единичного извилистого капил-
ляра, полагая, что на отрезке ΔL встречается 
N1 криволинейных участков, найдем

  (4)

Представляя пористую среду как сово-
купность капилляров, получим уравнение, 
связывающее скорость фильтрации и гра-
диент давления

где    (5)

Для процесса микродросселирования 
градиент Δpρ/ΔL находится из расчета поте-
ри энергии при выходе струек жидкости из 
мест сжатия в места расширения. Кинети-
ческая энергия, потерянная струйкой жид-
кости при внезапном расширении струи, 
равна кинетической энергии соответствую-
щей потерянной скорости (по теореме Бор-
да–Карно). Следовательно,

  (6)

где uc – средняя скорость в месте сжатия; 
up – средняя скорость в месте расширения. 

Относя равенство (6) к единице длины 
капилляра и полагая, что по всей его длине 
встречается N2 сжатий и расширений, найдем

  (7)

Теперь представим пористую среду как 
совокупность капилляров и перейдем к ха-
рактеристикам, описывающим фильтрацию 
в пористой среде

 , 
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       (8)

где Q – расход жидкости в пористом канале, 
Sc и Sр – площадь просвета сжатых и рас-
ширенных частей канала соответственно, 
Scр – средняя просветная площадь канала. 
Подставляя значения u и q в равенство (7), 
получим

   (9)

где  

Инерционные эффекты третьего типа 
приводят к выражению, аналогичному (5) 
или (9). Полученные значения градиентов 
Δpμ/ΔL подставим в формулу (3) и перейдем 
к векторной форме

  (10)

Как видно, учет инерционных эффектов 
первого, второго и третьего типа приводит 
к уравнению Форцгеймера, но с тем от-
личием, что (10) содержит для множителя 
при квадратичном по скорости слагаемом 
конкретное выражение от пористости и па-
раметров, характеризующих структуру по-
рового пространства. В дальнейшем будем 
использовать общепринятую форму уравне-
ния Форцгеймера (2), считая при этом

 
где dp – эффективный диаметр (диаметр ча-
стицы фиктивного грунта),  – безраз-
мерная функция пористости и параметров, 
описывающих внутреннюю структуру по-
ристой среды.

Теперь рассмотрим потери давления 
вследствие систематического расшире-
ния капилляров. По всей длине капил-
ляра в соответствии с законом Бернулли 
p + pfu

2 = const, и с учетом u = q/s, где q – 
расход жидкости и s – площадь поперечно-
го сечения, для разности давлений на входе 
и выходе из капилляра получаем

  (11)

Представляя пористую среду как сово-
купность капилляров, можем написать

  (12)

где Q – расход жидкости в пористом кана-
ле; S – площадь просвета пор. Для канала 
с площадью поперечного сечения S0 и про-
светностью e
      

   (13)

Просветность является независимой 
характеристикой пористой среды, хотя ее 
часто пытаются связать с коэффициен-
том пористости. Так с помощью грану-
лярной модели С. Слихтером установлено 
e = 0,603ε1,38 (см. [4]). Однако во многих 
других исследованиях считается, что про-
светность по величине равна пористости. 
Поэтому в дальнейшем полагаем e = ε.

Таким образом, с учетом всех инерци-
онных эффектов получаем уравнение, опи-
сывающее фильтрацию жидкости в неодно-
родной пористой среде

  (14)

К уравнениям переноса импульса следу-
ет добавить уравнение непрерывности:
  (15)

В системе (14)–(15) перейдем к безраз-
мерным величинам. Предположим K = K0κ, 
где  – среднее по каналу значение 
проницаемости; κ – безразмерная функция 
координат. Выберем в качестве единиц из-
мерения расстояния, времени, скорости 
и давления соответственно L, L/v0, v0, . 
Литерой L обозначен характерный раз-
мер канала (например, его ширина), 
а v0 = Lμ/ρfK0 представляет собой характер-

ную скорость задачи. За безразмерными ве-
личинами сохраним те же обозначения, что 
и за размерными. В результате уравнения 
фильтрации принимают вид

  

  (16)
Граничные условия записываются на 

твердой границе Г и на входе и выходе канала

  (17)
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В сформулированной задаче интенсив-

ность и характер течения определяются 
свойствами пористой среды, разностью 
давлений Δp = p2 – p1 и числом Дарси 
Da = K/L2.

Плоскопараллельная фильтрация. 
Рассмотрим одномерное установившееся 
движение жидкости – плоскопараллельный 
поток вдоль оси x декартовой системы коор-
динат. Уравнения (16) принимают вид:

 . (18)

В этих уравнениях штрих означает про-
изводную по координате x. На входе x = x1 
и на выходе x = x2 канала выполняются гра-
ничные условия:

  (19)
Уравнения (18)–(19) могут быть решены 

аналитически, если определена связь прони-
цаемости κ с пористостью, либо, если такая 
корреляция не прослеживается, необходимо 
задать проницаемость как функцию коорди-
нат. В работах Л.С. Лейбензона, И. Козени, 
С. Слихтера установлена функциональная 
зависимость между пористостью и про-
ницаемостью, но только для фиктивных 

грунтов (см. [4]). Что же касается реальных 
горных пород, то, как указывают многие ис-
следователи, общей функциональной связи 
пористости с проницаемостью не обнару-
жено; она наблюдается только для отдель-
ных видов пород, например, для песчани-
ков. Поэтому ограничимся самым простым 
с математической точки зрения случаем: бу-
дем считать, что проницаемость постоянна. 

В этом случае уравнения (18)–(19) име-
ют решение

  (20)

На рисунке представлена зависимость 
скорости фильтрации от разности давлений 
Δp для случая, когда пористость среды ме-
няется по линейному закону вдоль оси ка-
нала, ε1 = 0,3; ε2 = 0,6; Da = 10–6; cF = 0,55; 
x2 – x1 = 1. Во всем диапазоне значений Δp 
существуют два решения. Одно из них явля-
ется устойчивым и описывается выражени-
ем (20) со знаком плюс перед корнем. Данная 
ветвь графика обозначена сплошной линией. 

Зависимость скорости фильтрации от 
перепада давления 

Второе решение, которому в выражении 
(20) соответствует знак минус перед кор-

нем, является неустойчивым, и на графике 
обозначено штриховой линией. Существует 
асимметрия решения для положительных 
и отрицательных значений Δp. Для характе-
ристики асимметрии течения введем вели-
чину As = (v+ + v–)/v+, где v+ и v– – значения 
скорости при положительном и отрицатель-
ном значениях Δp. В рассмотренной обла-
сти параметров величина As мала и имеет 
значения 0,003–0,0035. Более интенсивное 
движение жидкости реализуется при p1 > p2, 
т.е. когда течение направлено в сторону уве-
личения пористости среды. 

Задача решалась как аналитически, так 
и численно на основе уравнений (16)–(17) 
с применением метода конечных элемен-
тов. Вычисления выполнялись для трехмер-
ного канала квадратного сечения, с длиной, 
в 5 раз превышающей поперечные разме-
ры. Результаты численного интегрирования 
представлены на рисунке треугольными 
маркерами. Течение имеет стационарный 
характер и с хорошей степенью точности 
совпадает с устойчивой ветвью аналитиче-
ского решения (20). Численный счет позво-
ляет получить только устойчивое решение.

Заключение
Получены уравнения, описывающие 

фильтрацию в неоднородной пористой 
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среде. В отличие от уравнения Форцгейме-
ра в уравнение (16) входит дополнительное 
слагаемое, содержащее градиент пористо-
сти. Приведенные результаты свидетель-
ствуют о наличии асимметрии течения 
жидкости в неоднородной пористой среде. 
Скорость фильтрации в направлении гра-
диента пористости больше, чем в противо-
положном направлении. В исследуемой 
задаче при выбранных параметрах эффект 
асимметрии оказывается слабым – различие 
в скоростях составляет десятые доли про-
цента. Анализ уравнений (16) и их решения 
(20) свидетельствует о том, что величина 
эффекта асимметрии должна зависеть от 
многих параметров: от величины градиента 
пористости, параметра Дарси, от того, как 
зависит проницаемость от пористости, как 
связаны просветность и пористость и др. 
Влияние этих факторов требует специаль-
ного исследования.
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