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Предложен аналитический метод расчёта индуктивности сплошного немагнитного проводящего ци-
линдра произвольных геометрических размеров с азимутальной плотностью вихревого тока при наличии 
омических потерь и диамагнитных свойств токов Фуко. Получены радиальные распределения азимутальной 
компоненты вектора напряженности вихревого электрического поля, плотности токов Фуко, удельной тепло-
вой мощности, выделяемой в локальной области проводящего цилиндра. Из энергетических соображений 
получена формула для вносимой индуктивности сплошного цилиндра. Показано, что индуктивность прово-
дящего цилиндра обращается в нуль для двух характеристических частот системы и имеет положительные 
и отрицательные значения. Оценки, проведённые для латуни и плёнки из электронного кремния, указывают 
на то, что больших положительных значений индуктивности можно добиться в области малых омических 
потерь и малого влияния диамагнетизма токов Фуко при дополнительном выполнении условия h/R << 1.
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The analytical method of calculation of induction of solid nonmagnetic conducting cylinder by arbitrary 
geometry size with azimuth density of vortex current under existence of resistance loss and diamagnetic properties 
of Foucault currents has been proposed. The radial distributions of azimuth component of vortex electric fi eld’s 
strength vector, densities of Foucault currents and specifi c heat power, being emanated in local domain of conducting 
cylinder, have been obtained. The formula for insertion inductance of solid cylinder has been obtained from energy 
consideration. The inductance of conducting cylinder comes to zero for two characteristic frequencies of the system 
and has positive and negative values. The estimates, executed for brass and electronic silicon fi lm, point to that the 
large values of inductance can be achieved in the region of small resistance loss and minor infl uence of Foucault 
currents’ diamagnetism under supplementary execution of condition h/R << 1.
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Современные планарные технологии 
создания индуктивностей или трансфор-
маторов в частотном диапазоне до 10 Ггц 
используют геометрию квадрата либо ок-
таэдра [8–10]. Но технология многоуголь-
ников обладает одним существенным 
недостатком: при скачкообразном измене-
нии ориентации токопровода в простран-
стве скин-эффект создаёт благоприятные 
условия для выбрасывания электриче-
ского заряда на подложку. Применение 
кольцевой геометрии должно ослабить 
выбрасывание электрического заряда на 
подложку и тем самым позволит увели-
чить на указанных частотах как параметр 

добротности, так и коэффициент переда-
чи трансформаторов [2, 3].

Известные методы расчёта индуктивно-
стей [1] в микрометровом диапазоне геоме-
трических размеров могут приводить к отри-
цательным значениям индуктивности. Этот 
недостаток геометрической теории потре-
бовал создания принципиально новых элек-
тродинамических физико-математических 
моделей, которые ориентированы на потреб-
ности планарной микросхемотехники.

В [5–7] был найден подход к решению 
задач кольцевой геометрии, в основе кото-
рого лежит закон Био‒Савара‒Лапласа либо 
уравнения магнитостатики. Полученные 
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там результаты дают неплохое совпадение 
с экспериментальными данными и могут 
быть применимы для частот переменно-
го тока, при которых отсутствует фазовый 
сдвиг между током и потоком.

Ниже излагается оригинальный подход 
к решению задач цилиндрической геоме-
трии, в которых между током и потоком мо-
жет существовать конечный фазовый сдвиг. 
Подход объединяет в себе возможности 
двух- и трёхмерных задач и не ограничива-
ет возможный диапазон изменения частоты 
переменного тока.
Физико-математическая модель расчёта

Предположим, что сплошной прово-
дящий немагнитный цилиндр находит-
ся во внешнем однородном переменном 
магнитном поле, направленном по оси z, 

. Его зависимость во времени 
имеет вид 
  (1)
где B0 = const не зависит от цилиндриче-
ских координат системы и ограничено в ра-
диальном направлении внешним радиусом 
цилиндра R, а в аксиальном направлении 
произвольной высотой цилиндра, обозна-
ченной через h. 

При такой ориентации переменное маг-
нитное поле может порождать в цилиндре 
вихревое электрическое поле, напряжен-
ность которого  имеет одну ком-
поненту. Впервые экспериментальное дока-
зательство существования такой возможной 
ориентации вихревого электрического поля 
было обнаружено при создании бетатро-
нов – индукционных ускорителей электро-
нов. В них как раз ускорение электронов 
и осуществляется вихревым электрическим 
полем, силовые линии которого представ-
ляют собой концентрические окружности. 
Они формируются электромагнитом специ-
альной формы (см., например, [4]).

Компоненты полей связаны между со-
бой первым уравнением Максвелла, запи-
санным в проекциях 

  (2)
Полагая в (2), что фаза вихревого элек-

трического поля совпадает по фазе со ско-
ростью изменения магнитного поля 
  (3)
из уравнения (3) получим уравнение, связы-
вающее E0(r) и B0,

  (4)

Его решение для E0(r) имеет вид 
  (5)

В решении (5) избавимся от особенно-
сти при r → 0, полагая C1 = 0. Это условие 
приводит к тому, что при B0 = 0 E0 = 0. Из 
(2) видно, что азимутальная компонента 
вектора напряженности вихревого электри-
ческого поля – линейная функция радиуса r 
с масштабом 
  (6)

В масштабе напряжённости учтено со-
отношение ω = 2πf. Тогда (5) с учётом (6) 
имеет вид
  при 0 ≤ r ≤ R. (7)

Вихревое электрическое поле в проводя-
щем цилиндре создает вихревые токи Фуко, 
плотность тока которых имеет такое же 
направление в пространстве . 
Плотность токов Фуко рассчитывается из 
дифференциального закона Ома 
  (8)
где r – удельное электрическое сопротивле-
ние проводящего цилиндра. 

Из (8) видно, что плотность тока Фуко 
в однородной проводящей среде r = const 
также является линейной функцией радиуса 
и также зависит от времени, как и Eφ 
  (9)
где j0(r) связано с масштабом плотности 
тока
  (10)
соотношением 
  (11)

Из соотношения (10) видно, что при 
прочих равных условиях масштаб тока мо-
жет достигать больших значений на высо-
ких частотах для проводящей среды с ма-
лым значением удельного сопротивления r. 
Это будет приводить к нагреву проводящего 
цилиндра на высокой частоте. 

Удельная тепловая мощность, выделя-
емая в локальной области проводника при 
протекании токов Фуко, рассчитывается из 
закона Джоуля Ленца: 

  (12)

где   (13)
‒ масштаб объемной плотности тепловой 
мощности. 

Как видно из (13), удельная мощность 
уже пропорциональна квадрату частоты 
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и для проводящей среды с произвольным 
значением удельного сопротивления оказы-
вается наиболее значительным на внешней 
границе цилиндра. Это может приводить 

к выгоранию его внешней боковой поверх-
ности на высокой частоте.

Тепловая мощность, выделяемая во 
всём цилиндре, находится из (12) 

  (14)

где масштаб тепловой мощности имеет вид
  (15)

Вихревой ток, индуцированный во всём 
цилиндре, может быть получен из интегри-
рования потока

  (16)

где   (17)
‒ масштаб индукционного тока. 
Частичный учёт магнитных свойств 

токов Фуко
Вихревая плотность токов Фуко (9) соз-

даёт в пространстве цилиндра собственное 
магнитное поле . Это магнитное поле от-
клика вещества для исходной ориентации 
вихревых токов в цилиндрической системе 
координат имеет две проекции B1r и B1z. На-
правление проекции B1z во всех точках ци-
линдра противоположно внешнему магнит-
ному полю В0. Предполагая, что компонента 
B1r не зависит от координаты z, распределе-
ние собственного магнитного поля можно 
рассчитать из второго уравнения Максвел-
ла, записанного в проекциях (частная про-
изводная компоненты B1r по переменной z 
опущена):

  (18)

Интегрируя (18) для начального условия 
B1z(0) с учётом (9), получим
  (19)

где   (20)
‒ масштаб индукции собственного магнит-
ного поля. Его можно связать с индукцией 
внешнего магнитного поля безразмерным 
параметром 
  (21)
который указывает на влияние диамагне-
тизма токов Фуко

  (22)

где   (23)

– масштаб частоты системы. Из (22) вид-
но, что диамагнетизм слабо проявляет себя 
при b → 0 и его влияние велико на высо-
ких частотах, когда b >> 1. При значении 
b = 1 масштабы индукций магнитных полей 
одинаковы.

Поскольку современные материа-
лы от проводников до собственных по-
лупроводников имеют удельное сопро-
тивление, изменяющееся в диапазоне 
15,5 нОм·м < ρ < 2,3 кОм·м, то формула для 
расчета масштаба частоты (23) даёт широ-
кие возможности для ее изменения.

В табл. 1 приведены значения масштаба 
частоты для восьми проводящих материалов.

Таблица 1
Масштаб частоты для материалов 

с различным удельным сопротивлением 
для радиуса цилиндра R = 2 мм.

№ 
п/п Материал

Удельное со-
противление 

(Омм)

Масштаб 
частоты 

f*, Гц
1 Медь 15,510–9 1,96103

2 Вольфрам 48,910–9 16,2103

3 Никель 61,410–9 7,78103

4 Латунь (марг.) 2,1210–7 26,9103

5 Нихром 1,010–6 1,27105

6 KEF (кремний 
электронный) 1,010–3 1,27108

7 Германий 0,47 5,951010

8 Кремний 2,3103 2,911014

Как видно из табл. 1, масштаб частот 
современных материалов лежит в широком 
диапазоне частот от 2103 до 31014 Гц.

Энергетический баланс системы
Средняя за период Т изменения поля 

магнитная энергия, поступающая в ци-
линдр, находится из интегрирования

  (24)

где результирующая индукция магнитного 
поля системы

  (25)
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Тогда < W > состоит из двух слагаемых: средней за период энергии внешнего поля

  (26)

и средней энергии магнитного поля отклика вещества

  (27)

Интегрирование за период скалярно-
го произведения  обращается в нуль 
из-за наличия фазового сдвига π/2 между 
индукциями B1 и B0. В связи с этим между 
переменными полями B1 и B0 возникает
своеобразная интерференция, которая 
и суммирует обе энергии
  (28)

Вносимая за период магнитная энергия 
(28) расходуется на нагрев проводящего ци-
линдра Wq и ту часть энергии, которая запа-
сается в индуктивность системы
  (29)

Заметим, что в соотношении (29) не 
учтена магнитная энергия, которая по-
ставляется в систему радиальной компо-
нентой магнитного поля отклика вещества 
B1r. Её влияние на процессы дополнительной 
генерации энергии магнитного поля в про-
странстве проводящего цилиндра будут 
учтены в отдельной работе.

Тепловая энергия, расходуемая на на-
грев цилиндра за период, вычисляется ин-
тегрированием по времени (14)

  (30)

Среднее за период значение квадрата 
тока найдём из (16)
  (31)

Индуктивные свойства сплошного 
немагнитного цилиндра

Подставляя в (28) и (29) вычисленные 
энергии, получим для приведённой индук-
тивности цилиндра соотношение

  (32)

где   (33)
‒ масштаб индуктивности, который может 
принимать большие значения для аксиаль-
но тонких плёнок при выполнении условия 
h/R << 1.

Как видно из (32), индуктивность про-
водящего цилиндра обращается в нуль на 

двух характеристических частотах F1 и F2 
(F1 < F2):

 (34)

 (35)

Нули индуктивности делят весь частот-
ный интервал на три части: низкочастотный 
(выполнено условие 0 < β < β1), среднеча-
стотный, в котором индуктивность прини-
мает отрицательные значения (выполнено 
условие β1 < β < β2) и высокочастотный, 
в котором она снова принимает положи-
тельное значение (выполнено условие 
β2 < β < ∞).

Как видно из (32), в низкочастотном 
диапазоне индуктивность при β → 0 (диа-
магнетизм токов и омические потери не-
большие) может принимать положитель-
ные, большие по сравнению с масштабом 
значения, зависящие от частоты по закону

  (36)
Этот результат представляет интерес 

для создания больших индуктивностей на 
низких частотах в малом объёме. При b << 1 
формула (36) переходит в формулу
  (37)
и определяет низкочастотные пределы при-
менимости полученных в ней результатов.

Оценки вносимой индуктивности 
цилиндра в низкочастотной области
Исследуем возможности увеличения 

индуктивности в низкочастотной области 
за счёт уменьшения частоты переменного 
поля f.

Сплошной цилиндр из марганцови-
стой латуни будет иметь положительную 
индуктивность (r = 2,1210–7 Ом×м, (см. 
табл. 2)) при геометрических размерах 
R = 2 мм, h = 1 см (выполнено условие 
h/R > 1). Масштаб частоты f* = 2,69104 Гц. 
Масштаб индуктивности L* = 1,58 нГн. 
Первый нуль индуктивности находит-
ся на первой характеристической частоте 
F1 = 0,1605f* = 4,3 кГц. Приведём значения 
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индуктивности цилиндра, которые могут 
быть реализованы на частотах, меньших 
первой характеристической частоты в це-
лое число раз.

Таблица 2
Зависимость индуктивности от частоты для 

условия h/R > 1.

F(частота) L/L* L (микрогенри)

F1/2 77,3 0,122
F1/3 232 0,366
F1/4 464 0,734
F1/5 775 1,22
F1/6 1,16103 1,84
F1/7 1,63103 2,57
F1/8 2,17103 3,43
F1/9 2,80103 4,41

F1/10 3,49103 5,51

Как видно из табл. 2, увеличение индук-
тивности за счёт уменьшения омических по-
терь и влияния диамагнитных свойств токов 
Фуко может быть в сорок пять раз больше 
в диапазоне изменения частоты переменного 
магнитного поля от 0,43  до 2,15 кГц.

Сделаем оценки индуктивности, пред-
ставляющие интерес для планарных техно-
логий, при выполнении условия h/R << 1. 
Для тонкой плёнки h = 1 мкм и радиусом 
R = 1 см, выполненной из электронного 
кремния (см. табл. 3), имеем: масштаб часто-
ты f* = 5,071010 Гц. Масштаб индуктивности 
L* = 39,5 нГн. Первый нуль индуктивности 
находится на первой характеристической 
частоте F1 = 0,1605f* = 8,14 ГГц. Приведём 
значения индуктивности цилиндра, которые 
могут быть реализованы на частотах, мень-
ших первой характеристической частоты 
в целое число раз в диапазоне от 0,81 Ггц 
до 4,07 Ггц.

Применение плёнки из того же матери-
ала с той же толщиной, но радиусом в 1 см 
даёт масштаб частоты f* = 5,07106 Гц. 
Масштаб индуктивности L* = 0,39 мГн. 
Первый нуль индуктивности находит-
ся на первой характеристической частоте 
F1 = 0,1605f* = 0,81 МГц. Значения индук-
тивности изменяются в диапазоне от 30 мГн 
до 1,4 Гн в интервале изменения частоты от 
81 кГц до 0,4 МГц.

Выводы
● Предложен аналитический метод рас-

чёта индуктивных свойств сплошного про-
водящего немагнитного цилиндра произ-

вольной высоты и радиуса с азимутальной 
плотностью вихревого тока при наличии 
омических потерь и диамагнитных свойств 
токов Фуко.

● Получены радиальные распределения 
азимутальной компоненты напряжённости 
вихревого электрического поля, плотности 
токов Фуко и удельной тепловой мощности, 
выделяемой в локальной области проводя-
щего цилиндра.

Таблица 3
Зависимость индуктивности от частоты для 

условия h/R << 1

F(частота) L/L* L (микрогенри)
F1/2 77,3 3,05
F1/3 232 9,17
F1/4 464 18,4
F1/5 775 30,6
F1/6 1,16103 45,9
F1/7 1,63103 64,3
F1/8 2,17103 85,7
F1/9 2,80103 110

F1/10 3,49103 138

● Из энергетических соображений по-
лучена формула для вычисления вносимой 
индуктивности сплошного проводящего 
цилиндра.

● Показано, что индуктивность прово-
дящего цилиндра обращается в нуль для 
двух характеристических частот F1 и F2.

● Нули индуктивности делят интервал 
частот на три части: низкочастотный, сред-
нечастотный и высокочастотный.

● На низких и высоких частотах индук-
тивность проводящего цилиндра принимает 
положительные значения, а на средних ча-
стотах индуктивность отрицательна.

● Показано, что вносимая индуктивность 
зависит от частоты и имеет большие абсолют-
ные значения в диапазоне низких частот. 

● Оценки, проведённые для латунного 
цилиндра в диапазоне низких частот, при 
выполнении условия h/R > 1 указывают на 
то, что больших положительных значений 
индуктивности латуни на уровне 1 мкГн, 
отличающихся в 45 раз, можно добиться 
в интервале частот от 0,43 кГц до 2,15 кГц. 

● Оценки, проведённые для плёнки из 
электронного кремния в диапазоне низких 
частот, при выполнении условия h/R << 1 
указывают на то, что больших значений 
индуктивности на уровне 50 мкГн, отлича-
ющихся в 45 раз, можно добиться в интер-
вале частот от 0,81 ГГц до 4,07 ГГц. 
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