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Рассматривается свободное распространение волн в упругой цилиндрической оболочке по моментной, 
полумоментной, упрощенной и безмоментной теориям. Получены и проанализированы дисперсионные 
уравнения для осесимметричного (мембранного), изгибного(балочного) и первых двух высших неосесим-
метричных режимов форм колебаний. Обсуждены причины сходства и различия четырех дисперсионных 
кривых, полученных по альтернативным теориям. Для всех режимов найдены частоты отсечки и произведе-
на оценка влияния упрощенных теорий. Найдены диапазоны частот, при которых появляются чисто мнимые 
корни дисперсионного уравнения, что соответствует появлению распространяющейся волны. Установлено, 
что все теории, кроме безмоментной, достаточно точно позволяют определить частоты отсечки распростра-
няющихся волн. Определить частоты зарождения и исчезновения затухающих волн позволяют только мо-
ментная теория и упрощенная теория Власова. Однако упрощенная теория дает неправильный результат на 
очень малых частотах в режиме изгибных колебаний. 
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Free wave propagaion in an elastic cylinrical shell is considered in frameworks of the moment, semi-moment, 
simplifi ed and membrane theories. Dispersion equations for breathing (axisymmetric), beam-type fl exural and high-
order modes are derived and analyzed. Location of dispersion curves predicted by the four alternative theories is 
compared and the differences/similarities are explained. For all modes, the cut-on frequencies are found and the 
validity of simplifi ed theoies is assessed. It is established that all theories, except semi-moment, suffi cient to allow 
us to determine the cut-on frequency of propagating waves. Are found the frequency bands in which there are purely 
imaginary roots of the dispersion equation that corresponds to the appearance of a propagating wave. Determination 
of the frequency of origin and extinction of attenuated waves allow to defi ne only the moment theory and simplifi ed 
Vlasov-theory. But simplifi ed theory gives the wrong result at very low frequencies of fl exural modes.
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При проектировании глубоководных 
нефте- и газопроводов, подводных трубо-
проводов и насосов, применяемых при до-
быче нефти с морских платформ, а также 
в других устройствах, связанных с транс-
портировкой жидкости на значительные 
расстояния, весьма актуальным является 
вопрос о недопущении передачи шума и ви-
брации по трубопроводу от их источника на 
значительные расстояния. Такая передача 
связана с зарождением распространяющей-
ся волны, которая появляется на некоторых 
частотах. Современный тонкостенный тру-
бопровод представляет собой тонкую ци-
линдрическую оболочку, поэтому вопрос об 
определении её волновых чисел и построе-
нии дисперсионных кривых весьма актуа-
лен. Этот вопрос рассматривался различны-

ми авторами монографий и статей в разное 
время (см., например, [2, 5]) с применением 
различных теорий оболочек (моментной 
и различных упрощенных теорий), но не-
достаточно внимания уделялось сопостав-
лению результатов и определению границ 
применимости различных теорий для удов-
летворения практических потребностей при 
проектировании. Поэтому возникла необхо-
димость расчета всех вещественных, мни-
мых и полностью комплексных волновых 
чисел на основе моментной теории, постро-
ения дисперсионных кривых и сопоставле-
ния полученных результатов с теми, кото-
рые получаются по упрощенным теориям. 

Рассматривается бесконечная цилин-
дрическая оболочка толщины h с радиусом 
срединной поверхности R 
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Уравнения движения такой оболочки по моментной теории (см. [3]) запишутся: 

  (1)

где T1, T2, S – осевое, окружное и попереч-
ное усилия; M1, M2, H –продольный изгиба-
ющий, окружной изгибающий и крутящий 
моменты соответственно.

Переходя к перемещениям и опираясь 
на работу [4], получаем следующую систе-

му уравнений, описывающую свободные 
колебания такой оболочки: 

  (2)

где матрица оператора

 – вектор перемещения; ρ – 

плотность; Е – модуль Юнга; ν – коэффици-
ент Пуассона;  – безразмерная осевая 

координата, 

Введем, для компактности записи, обо-

значения k = λR и  Будем 

называть k и m осевым и окружным волно-
выми числами соответственно, а ω – часто-

той (на самом деле это приведенный пара-
метр частоты). 

Перенесем инерционные члены налево 
и будем искать решения системы (2) в виде 

  (3)

где 

Это позволит искать решения отдельно 
для каждого m. Тогда получим систему вида 
  (4) 
с матрицей оператора

При рассмотрении задачи по безмомент-
ной теории следует в матрицах (2) и (4) по-
ложить a = 0. При использовании упрощен-

ной теории Власова (см. [1] и [3]), которая, 
вообще говоря, применяется для коротких 
оболочек, следует положить a = 0 во всех 
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элементах матрицы, кроме L33 и, соответ-
ственно . Если же применять полумо-
ментную (или полубезмоментную) теорию, 

пренебрегая в уравнениях движения окруж-
ным изгибающим и крутящим моментами 
(см. [3]), то матрица запишется:

  (5)

Для удобства введем новые обозначения 
для коэффициентов при различных степе-
нях k. Тогда матрица запишется:

  (6)

где
A = 1;   

   D = K = ν;

   

   

N = a;      
По безмоментной теории следует поло-

жить a = 0 во всех коэффициентах матрицы 
(6). По упрощенной теории Власова следует 
положить a = 0 во всех коэффициентах, кро-
ме N, O, P. При использовании полумомент-

ной теории следует в (6) принять  
I = aνm, L = 0, N = 0; O = –aνm2, а остальные 
коэффициенты оставить без изменения.

Приравнивая к нулю определитель этой 
матрицы, приходим к одному из следую-
щих уравнений для k:

 (для 
моментной и упрощенной теорий),

 (для полумо-
ментной теории), (7)

 (для безмоментной 
теории). 

В случае m = 0 для полумоментной тео-
рии уравнение (7) будет четвёртого порядка. 
Коэффициенты этих уравнений очевидным 
образом выражаются из (6).

Ниже представлены результаты рас-
четов корней этих уравнений при ν = 0,3 
в среде Mathcad. При определении корней 
уравнений (7) значения окружного волно-
вого числа m фиксировались равными 0, 1, 
2, 3. Соотношение  принималось равным 
0,025. Искались все возможные веществен-
ные и комплексные значения осевого вол-
нового числа k в зависимости от частоты 
ω. Корни уравнений (7) могут быть либо 
полностью комплексные вида  
либо вещественные вида  либо 
чисто мнимые вида  Поэтому на 
рисунках приводятся значения корней толь-
ко со знаком «+» у вещественной и мнимой 
частей. Полностью комплексные корни изо-
бражены сплошной линией, а чисто веще-
ственные и чисто мнимые – пунктирной.

Рис. 1. Дисперсионные кривые при m = 0 (осесимметричные колебания). 
Красные – по моментной теории и теории Власова (совпадают), 

синие – по полумоментной теории, зеленые – по безмоментной теории 
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Рис. 2. Дисперсионные кривые при m = 1 (балочные колебания). Красные – по моментной теории 
и теории Власова (совпадают), синие – по полумоментной теории, зеленые – по безмоментной 

теории. На вставках при малых частотах: красные – по моментной, полумоментной 
и безмоментной теориям (совпадают), фиолетовые – по теории Власова

Рис. 3. Дисперсионные кривые при m = 2 (неосесимметричные колебания, две волны в поперечном 
сечении). Красные – по моментной теории и теории Власова (совпадают), 

синие – по полумоментной теории, зеленые – по безмоментной теории. На вставках при малых 
частотах: красные – по моментной и полумоментной теориям (совпадают), 

фиолетовые – по теории Власова, зеленые – по безмоментной теории

Рис. 4. Дисперсионные кривые при m = 3 (неосесимметричные колебания, три волны в поперечном 
сечении). Красные – по моментной теории и теории Власова (совпадают), 

синие – по полумоментной теории, зеленые – по безмоментной теории. На вставках при малых 
частотах: красные – по моментной теории, синие – по полумоментной, 
фиолетовые – по теории Власова, зеленые – по безмоментной теории 
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Анализ рис. 1–4 показывает, что безмо-

ментная теория не позволяет определить 
комплексные ветви дисперсионных кри-
вых, которые соответствуют затухающим 
волнам, для всех рассмотренных m. Первая 
распространяющаяся волна (чисто мнимые 
k) по безмоментной теории всегда появляет-
ся при ω = 0, что согласуется с моментной 
только при m = 0 и m = 1. Безмоментная те-
ория перестаёт улавливать первую распро-
страняющуюся волну, начиная с ω  0,9во 
всех случаях. Из двух вещественных вет-
вей, на которые распадается комплексная 
при ω ≥ 1, безмоментная теория определяет 
только нижнюю. Полумоментная теория, 
как и безмоментная, не позволяет найти 
комплексные ветви и точки бифуркации, 
но точно определяет частоты отсечки рас-
пространяющихся волн. Моментная теория 
и теория Власова дают близкие результаты, 
кроме случая m = 1 (см. вставку в рис. 2), 
когда теория Власова дает несуществу-
ющую по другим теориям комплексную 
ветвь, начинающуюся с ω = 0, а первая рас-
пространяющаяся волна появляется при 
чуть больших ω. На малых частотах при 
m = 2 и m = 3 (см. вставки в рис. 3 и 4) пре-
имущество имеет полумоментная теория, 
результаты которой почти полностью со-
впадают с моментной. Теория Власова при 
этом дает на малых частотах незначитель-
ные отличия от моментной.

С физической точки зрения представля-
ется достаточно очевидным, что безмомент-
ная теория, при которой в уравнениях движе-
ния пренебрегают всеми моментами, не даёт 
реального значения частоты отсечки первой 
распространяющейся волны в режиме из-
гибных колебаний и неосесимметричных 
режимах, а применима только для осесимме-
тричного (мембранного) режима m = 0. 

Вышеизложенное позволяет сделать 
вывод, что для определения частот отсечки 
на не слишком малых частотах (ω > 0,07) 
можно использовать любую упрощенную 
теорию, ибо каждая из них позволяет точно 
определить частоты отсечки, что особенно 
важно для определения диапазона частот, 
в котором осевые волновые числа чисто 
мнимые, и соответственно имеется распро-
страняющаяся волна. На малых частотах 
следует использовать только полумомент-
ную или моментную теории. Следует иметь 
в виду, что по безмоментной и полумомент-
ной теориям можно лишь косвенно судить 
о диапазонах частот, в которых имеют ме-
сто затухающие волны, ибо эти теории не 
позволяют найти полностью комплексные 
корни. Если эти сведения необходимы, то 
наилучшие результаты дает теория Власо-
ва. Кроме вышеизложенного, исследова-
лась возможность применения к рассма-
триваемой задаче теории пологих оболочек 

Власова [1], когда в уравнениях движения 
пренебрегают продольным изгибающим 
моментом по сравнению с окружным. Эта 
теория позволяет успешно определять ком-
плексные ветви дисперсионных кривых 
и частоты отсечки, но при малых ω, кроме 
ветвей, согласующихся с моментной теори-
ей, даёт еще дополнительные. Отметим так-
же, что в работе [6] предлагается находить 
отдельно большие и малые по модулю k, 
принимая во внимание, что коэффициенты 
a8 и a6 в уравнении (7) имеют существенно 
меньший порядок по сравнению с осталь-
ными, что приводит к тем же результатам, 
что и безмоментная теория.
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