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Приводятся результаты исследований на основе уравнений Навье–Стокса изотермических течений вяз-
ких газов в прямых микроканалах. Показано, что строго одномерные изотермические потоки вязких газов 
в таких каналах не могут быть реализованы при любых связях между коэффициентами объемной и сдви-
говой вязкости. Указаны условия, при которых потоки газов в прямых микроканалах можно рассматривать 
как одномерные. Эти условия включают ограничения на поперечные размеры микроканалов, на перепады 
квадратов давлений газа на входе в микроканал и на выходе из него, на величины температуры газа, а также 
на его термодинамические параметры. Изложен метод расчета таких одномерных потоков газа, основанный 
на линеаризации уравнений движения газа в микроканалах, приводящей к разделению переменных, анало-
гичному случаям течений несжимаемых жидкостей в прямых трубах произвольного сечения. Представлены 
формулы для определения расходов газа через микроканалы правильных треугольных, прямоугольных, эл-
липтических и полуэллиптических сечений. Изложен общий метод расчета потоков вязкого газа в микро-
каналах произвольной формы сечения. 
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Results of investigations of isothermical viscous gas fl ow through straight micro-channels based on the Navier-
Stokes equations are presented. It is shown that a strictly one-dimensional isothermal fl ows of viscous gas in such 
channels cannot be implemented at any relations between the coeffi cients of the bulk and shear viscosity. Lists the 
conditions under which gas fl uxes in direct micro-channels can be considered as one-dimensional. These conditions 
include restrictions on the lateral dimensions of the micro-channels, to the gradients of the squares of gas pressure 
on the entrance of the micro-channel and exit, on the magnitude of the gas temperature and its thermodynamic 
parameters. The method of calculation of one-dimensional gas fl ows, based on the linearization of equations of 
motion of gas in micro-channels, leading to separation of variables, similar cases currents of incompressible fl uids 
in straight pipes of arbitrary cross-section. Formulas are presented for determining the cost of gas through micro-
channels correct triangular, rectangular, elliptical and semi-elliptical cross-section of pipe sections. Provides a 
common method for calculating fl ows of viscous gas in microchannels of arbitrary shape cross-section.
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Первые теоретические исследования 
течений газов в микроканалах были прове-
дены в 50-х годах прошлого века при раз-
работке теории диффузии газов в пористых 
средах [5] и теории газовой смазки [3]. В на-
стоящее время интерес к этой теме сохраня-
ется в связи с развитием исследований по 
течению разреженных газов [1] и расчетам 
утечек газа из резервуаров и транспортных 
систем через микрощели [4]. 

При моделировании потоков вязкого 
газа в прямых микроканалах обычно ис-
пользуются допущения, лежащие в основе 
исследований одномерных потоков вяз-
кой несжимаемой жидкости. Это приводит 
к выводу о независимости скорости потока 
от продольной координаты [1, 5], что при-
водит к противоречию известному факту 

возрастания скорости газового потока в на-
правлении выхода из канала. Фактически 
используются формулы для пуазейлевского 
течения в круглых трубах и плоских кана-
лах. Формулы для газового потока получа-
ются из формул для потока несжимаемой 
жидкости с помощью замены плотности не-
сжимаемой жидкости на полусумму плот-
ностей газа на входе и выходе из канала. 
Отсутствуют какие-либо количественные 
оценки области применимости предложен-
ных моделей. 

Указанных недостатков можно избежать, 
если для анализа течения газа в микроканалах 
использовать полные уравнения Навье–Сток-
са для вязкого газа, дополненные уравнения-
ми неразрывности и состояния [3] при допу-
щении об изотермичности потока (T = const)
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  (1)

   p = RTρ;

здесь vx, vy, vz– компоненты скоростей ча-
стиц газа в декартовой системе координат; 
ρ – плотность; Т – абсолютная температура; 
R – газовая постоянная, определяемая по 
формуле R = Cp – CV. Cp и CV– удельные те-
плоемкости газа при постоянном давлении 
и постоянном объеме соответственно, при-
нимаемые постоянными. Fx, Fy, Fz – компо-
ненты массовых сил, λ и μ – коэффициенты 
объемной и сдвиговой вязкостей газа соот-
ветственно. 

Особенностью уравнений движения 
вязкого газа является нечеткость в опреде-
лении понятия параметра p, иногда называ-
емого давлением. Согласно распространен-
ной гипотезе Стокса, параметр p является 
средним арифметическим значением нор-
мальных напряжений на трех взаимно ор-
тогональных площадках, проходящих через 
заданную точку потока, чем допускается не-
равенство величин нормальных напряжений 
на этих площадках. Значение коэффициента 
объемной вязкости существенно зависит от 
определения смысла параметра р. Из гипо-

тезы Стокса следует, что  Иногда 

параметр λ принимают не зависимым от μ 
или используют другие связи между λ и μ. 

С учетом сказанного остается неясным, какой 
параметр р присутствует в последнем уравне-
нии системы (1) – уравнении состояния.

Ниже представлены результаты ис-
следований установившихся потоков газа 
в прямых микроканалах, проведенных на 
основе уравнений (1–3) в рамках обще-
принятых допущений об их одномерности 
и отсутствия внешнего силового поля, что 
позволило принять коэффициенты вязкости 
газа μ и λ постоянными. Показано, что по-
токи вязких газов в микроканалах в отличие 
от несжимаемой жидкости не могут быть 
строго одномерными и установлены огра-
ничения, при которых их можно рассматри-
вать как квазиодномерные. Изложен метод 
определения расходов газа через микрока-
налы произвольных форм сечений и пред-
ставлены формулы для частных случаев.

Для прямых микроканалов «естествен-
но допустить», что поток газа в них одно-
мерный. Если ось  направлена вдоль канала 
в сторону течения, то можно принять, что 

   (2)

При этом из уравнений (1–2) следуют 
равенства

   

   (3)

Первые два равенства полученной си-
стемы позволяют ввести в рассмотрение 

новую функцию P(z), зависящую только от 
продольной координаты z

   (4)
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Воздействие газа на стенку микрока-

нала определяется компонентами тензора 
напряжений. Если стенка гладкая, то мож-
но для любой точки О этой стенки выбрать 
местную систему координат такую, чтобы 
ось Оz проходила по стенке вдоль микро-
канала, а оси Ох и Оу лежали в плоскости, 
перпендикулярной оси Оz, и располагались 
так, чтобы ось Ох была ортогональна стен-
ке и направлена наружу микроканала. Нор-
мальное напряжение τxx, действующее на 
частицу жидкости, прилегающую к стенке 
канала в точке О, определяется по формуле 

.

В силу (2) имеем  εxx = 0. Из 

условия прилипания следует, что на стен-

ках микроканала  и τnn = –p. Поэтому 

р является давлением газа на стенку. В соот-
ветствии с формулой (4) на стенках микро-
канала имеет место равенство
 p = P(z), (5)

из которого следует, что давления газа на 
поверхности микроканала зависят только 
от продольной координаты z и одинаковы 
во всех точках контуров H(x, y) = 0, явля-
ющихся границами поперечных сечений 
микроканала плоскостями z = const. Для 
того чтобы давление газа р внутри потока 
не зависело от поперченных координат, не-
обходимо, чтобы выполнялось равенство
 λ = –μ.  (6)

В этом случае равенство p = P(z) выпол-
няется в любых точках потока. При этом из 
последнего уравнения системы (3) следует 
вид компоненты скорости vz и ее произво-
дной по z 

   (7)

где функция f(x, y) подлежит определению.
При выполнении условия (6) третье 

уравнение системы (3) принимает вид

 
С учетом формул (7) последнее равенство преобразуется к виду

  (8)

К сожалению, полученное равенство 
никогда не может быть выполнено точно, 
так как его правая часть зависит только от 
двух координат, а левая – от всех трех про-
странственных координат. Следовательно, 
строго одномерные установившиеся изо-
термические течения вязких газов не суще-
ствуют, а квазиодномерные течения вязкого 

газа могут быть изучены на основе линеа-
ризации уравнения (8).

Допуская справедливость утверждения 

, уравнение (8) можно предста-

вить в таком виде 

   (9) 

В случаях, когда выполняется неравен-
ство

  (10)

уравнение (9) можно заменить приближен-
ным уравнением

  (11)

Так как в полученном уравнении левая 
часть зависит от координат x и y, а правая 
является функцией только координаты z, то 
должна иметь место система равенств

  (12)
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где G – постоянная величина, подлежащая 
определению.

Если при z = z1 p = p1 и при z = z2 p = p2, 
то можно найти

  

  (13)

При этом функция f(x, y) находится в ре-
зультате решения краевой задачи

  (14)

где l – контур поперечного сечения микро-
канала.

В случаях, когда λ ≠ –μ, давление в по-
токах газа в микроканалах должно быть 
функцией не только продольной, но и по-
перечных координат, и здесь равенство (5) 
следует рассматривать только как прибли-

женное, принимая . Для 
определения полей давлений и скоростей 
в потоке газа в микроканалах при условии 
выполнении неравенства (10) можно ис-
пользовать уравнение (11).

Для решения задачи (14) удобно перей-
ти к безразмерным величинам

  (15)

где a и b ‒ характерные размеры вдоль коор-
динатных осей поперечного сечения микро-
канала. При этом краевая задача (14) преоб-
разуется к виду

   (16)

После определения функции U можно 
вычислить массовый расход газа Q, проте-
кающего через микроканал в единицу вре-
мени, используя формулу

   (17)

В связи с переходом к безразмерным 
величинам условие приемлемости получае-
мых решений (10) преобразуется к виду

   (18)

Аналогичные задачи ранее решались 
для ламинарных потоков несжимаемой вяз-
кой жидкости в трубах различных сечений 
[2]. В отличие от газов течения вязких жид-

костей могут быть теоретически строго од-
номерными. Для потоков жидкостей можно 
принять 

vz = f(x, y);   

При этом в переменных (15) задача для 
определения функции U сводится к задаче 
(16), а формула для определения массового 
расхода жидкости через трубу принимает вид

 
Для труб c круглыми, эллиптически-

ми и в виде правильных треугольников 
сечениями в книге [2] представлены про-
стые точные решения задачи (14) с ис-
пользованием полиномов, описывающих 
вид границ сечений, и алгебраические 
формулы для расчетов расходов Q. Для 
труб прямоугольного сечения точное ре-

шение задачи (14) представлено в рядах, 
а для расчета расходов предложена табли-
ца. Эти формулы достаточно просто обоб-
щаются на случаи течений газов в микро-
каналах соответствующих сечений. Для 
потоков газа в микроканалах при выполне-
нии условия (18) справедливы следующие 
формулы:

 (эллиптическое сечение, a ≥ b, a и b – полуоси),

 (сечение – правильный треугольник со стороной 2a),

 (прямоугольное сечение 2a×2b),
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 (полуэллиптическое 

сечение (–a ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b)).
Последняя формула дает приближен-

ные значения расходов с погрешностью 
до 5 % при k < 10. При k > 10 целесоо-
бразно использовать формулы для опре-
деления расходов газа в широких щелях 
[4] или численные методы решения за-
дачи (16) и вычисления интеграла (17) 
для всех k.

Список литературы

1. Елизарова Е.Г. Квазигазодинамические уравнения 
и методы расчета вязких течений. – М. Научный Мир, 2000. 
– 350 с.

2. Лойцянский Л.Г. Механика жидкости и газа. – 7-е 
изд., исправ. – М.: ДРОФА, 2003. – 846 с.

3. Снопов А.И. Теоретические основы работы газоста-
тических опор. – Ростов н/Д, ЮФУ, 2009. – 176 с.

4. Снопов А.И., Дубовицкий В.С. Течение газа в ми-
крощели // Международный журнал экспериментального 
образования. – 2011. – № 6. – С. 81–82.

5. Тимофеев Д.П. Кинетика адсорбции. – М.: Из-во АН 
СССР, 1962. – 252 с.

References
1. Elizarova E.G. Kvazigazodinamiceskie uravnenija i me-

tody rasceta vjazkih tecenij. M. Naucnyj Mir, 2000. 350 p.
2. Lojtsjanskij L.G. Mehanika zhidkosti i gaza // Izd.-7, is-

pravlennoe, M. DROFA, 2003, 846 p.
3. Snopov A.I. Teoreticeskie osnovy raboty gazostaticeskih 

opor. Rostov n/D, JuFU, 2009. 176 p.
4. Snopov A.I., Dubovitskij V.S. Tecenie gaza v mikroschel 

i // Mezhdunarodnyj zhurnal eksperimental`nogo obrazovanija, 
no. 6, 2011, pp. 81–82 

5. Timofeev D.P. Kinetika adsorbtsii. M. Iz-vo AN SSSR, 
1962. 252 p.

Рецензенты:
Потетюнко Э.Н., д.ф.-м.н., профессор 

кафедры теории упругости факультета ма-
тематики, механики и компьютерных наук, 
ФГАОУ ВПО «Южный федеральный уни-
верситет» Министерства науки и образова-
ния РФ, г. Ростов-на-Дону;

Сметанин Б.И., д.т.н., доцент, профессор 
кафедры теоретической и компьютерной ги-
дроаэродинамики факультета математики, 
механики и компьютерных наук, ФГАОУ 
ВПО «Южный федеральный университет» 
Министерства науки и образования РФ, 
г. Ростов-на-Дону.

Работа поступила в редакцию 01.08.2013.


