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Рассматривается замкнутая система уравнений сжимаемой магнитной гидродинамики (МГД) масштаба 
среднего движения. Система уравнений положена в основу двумерной модели осесимметричного протопла-
нетного диска в цилиндрических координатах. При построении модели наряду с традиционным теоретико-
вероятностным осреднением МГД-уравнений используется весовое осреднение Фавра. Применен модифи-
цированный коэффициент турбулентной кинематической вязкости, учитывающий влияние магнитного поля 
на турбулентное течение через посредство пути смешения. Разработан параллельный код для численного 
решения системы осредненных МГД-уравнений. В процессе вычислительных экспериментов подобраны 
«свободные» граничные условия, позволяющие веществу свободно проникать в область моделирования 
и покидать ее. При этом установившийся темп аккреции газа на звезду согласуется с наблюдательными 
данными о классических звездах на стадии Т Тельца. В результате численного моделирования получены 
распределения средней плотности, гидродинамической скорости и магнитной индукции в турбулизованном 
протопланетном диске на расстоянии 1 а.е. от звезды.
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Under observation is the closed set of equations of compressible magnetic hydrodynamics (MHD) in a mean 
motion scale. The set of equations underlies a two-dimensional model of axisymmetric protoplanetary disk in 
cylindrical coordinates. In addition to a conventional probability-theoretical averaging the weigh Favre averaging is 
used in model construction. For the purpose of accounting the magnetic fi eld impact on turbulent fl ows the modifi ed 
coeffi cient of turbulent kinematic viscosity is applied. The parallel code for numerical calculations of the averaged 
MHD-equation set is developed. In a series of computing experiments the “free” boundary conditions have been 
selected, so matter could infl ow and outfl ow from the modeling region. The derived steady-state accretion rate is in 
agreement with observations of classic T Tauri stars. As a result of numerical simulation the distributions of mean 
density, hydrodynamic velocity and magnetic induction in the turbulized protoplanetary disk are obtained for a 
distance of 1 au from the star.
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Реконструирование аккреционного 
протопланетного диска является одной из 
фундаментальных проблем космогонии 
Солнечной системы. До сих пор откры-
тым остается вопрос о механизме переноса 
углового момента в аккреционных дисках, 
поскольку молекулярная вязкость не может 
обеспечить темп аккреции, наблюдаемый 
в дисках вокруг молодых звезд солнечно-
го типа. Н.И. Шакура и Р.А. Сюняев [11], 
Д. Линден-Белл и Дж. Прингл [10] предпо-
ложили, что повышенная вязкость может 
быть вызвана турбулентностью. В качестве 
источников турбулентности предлагались 
конвекция [8], нелинейная гидродинами-
ческая неустойчивость [12], гравитацион-
ная неустойчивость [9] и возмущения, вы-
званные внешними воздействиями, однако 

ни один из них не мог обеспечить перенос 
углового момента за требуемое время. Про-
гресс был достигнут с привлечением магни-
торотационной неустойчивости, открытой 
Е.П. Велиховым [13] и развитой Ст. Бальбу-
сом и Дж. Хоули [4]. Численные расчеты [5] 
показали, что магниторотационная неустой-
чивость порождает турбулентность, которая 
генерирует и поддерживает магнитное поле 
в присутствии диссипации.

Существование даже слабого магнитно-
го поля существенно усложняет гидродина-
мические течения в протопланетном диске. 
В работах А.В. Колесниченко и М.Я. Ма-
рова [1, 3] в приближении одножидкостной 
магнитной гидродинамики получена зам-
кнутая система магнитогидродинамиче-
ских уравнений масштаба среднего движе-
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ния, предназначенная для моделирования 
сдвиговых и конвективных турбулентных 
течений слабо ионизованной дисковой сре-
ды в присутствии магнитного поля. Данная 
модель послужила отправной точкой для 
настоящего исследования.

Цель работы ‒ выполнить численный 
расчет двумерной модели турбулизованного 
проводящего протопланетного диска, най-
ти распределения физических параметров 
в диске и сделать вывод о влиянии магнит-
ного поля на турбулентные течения в нем.

Математическая модель
Одним из подходов к моделированию 

турбулентности является осреднение физи-
ческих величин по времени (пространству) 

или по ансамблю возможных реализаций. 
При построении модели плазмы в состоя-
нии развитой турбулентности используются 
два оператора осреднения.

Во-первых, теоретико-вероятностное 
осреднение по Рейнольдсу

где мгновенное значение величины A пред-
ставляется в виде суммы осредненной  
и пульсационной A′ составляющих

Во-вторых, средневзвешенное осредне-
ние по Фавру

где мгновенное значение величины A есть 
сумма средневзвешенного значения A 
и турбулентной флуктуации A′′

Осредненная система уравнений сжи-
маемой магнитной гидродинамики для ре-
жима развитой изотропной турбулентности 
в присутствии гравитационного и магнит-
ного полей имеет вид

  (1)

где t – время;  и  – осредненная плот-
ность и ее начальное значение соответ-
ственно;  – средневзвешенная скорость; 

 – начальная скорость звука; γ = 5/3 – по-
казатель адиабаты; Φgrav – гравитационный 
потенциал, создаваемый протосолнцем (са-
могравитация диска не учитывается);  – 
осредненный симметричный тензор дефор-
маций; νturb – коэффициент турбулентной 
кинематической вязкости; ηturb – коэффи-
циент турбулентной магнитной диффузии; 

 – осредненное собственное поле диска; 
Bext – внешнее постоянное поле (например, 
создаваемое протосолнцем или остаточное 
поле межзвездной среды)  – 
результирующее осредненное магнитное 
поле.

Применительно к модели протопланет-
ного диска дифференциальные операторы 
записываются в цилиндрической системе 
координат (r, φ, z) с учетом ∂/∂φ = 0, по-
скольку диск считается симметричным от-
носительно оси вращения Oz.

Для моделирования коэффициентов тур-
булентного переноса используются два под-
хода. Первый подход основан на (стандарт-
ной) α-модели турбулентной вязкости [11]

  (2)

где  – средневзвешенная угловая ско-
рость жидкой частицы в дифференциально 
вращающемся диске.

Второй подход основан на модифициро-
ванной модели [2], учитывающей влияние 
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магнитного поля на турбулентное течение 
через посредство пути смешения

  (3)

где путь смешения

 
где в свою очередь магнитогидро ди на-
мическое число Ричардсона

Коэффициент турбулентной магнитной 
диффузии считается постоянным и, соглас-
но [6], определяется по аналогии со стан-
дартной моделью

  (4)

где ΩK,1 au – кеплеровская угловая скорость 
на расстоянии 1 а.е. от звезды.

Эмпирический параметр α принимается 
равным 0,01, что является общепринятым 
значением в моделях газовых протопланет-
ных дисков.

Численный метод, начальные 
и граничные условия

Автором разработаны программные мо-
дули для среды Matlab, в которых реализо-
вана апробированная ранее явная числен-
ная схема третьего порядка аппроксимации 
[7] и средства визуализации результатов мо-
делирования.

Решение системы дифференциальных 
уравнений (1) ищется в узлах регуляр-
ной ортогональной сетки с числом узлов 
N = Nr×Nz, где Nr – число узлов по оси Or, 
Nz – число узлов по оси Oz. С каждой сто-
роны сетки дополняется тремя слоями гра-
ничных узлов, в которых задаются гранич-
ные условия.

Пространственные производные при-
ближаются конечными разностями шестого 
порядка аппроксимации

(5)

(6)

где Δr – шаг сетки по радиусу. Производные 
по z вычисляются аналогичным образом.

Производная по времени вычисляется 
с помощью явной трехэтапной схемы Рун-
ге‒Кутта третьего порядка аппроксимации. 
Шаг по времени Δt на каждом временном 
слое определяется из условия Куранта‒
Фридрихса‒Леви, что обеспечивает сходи-
мость явной численной схемы.

В начальный момент времени плаз-
ма равномерно распределена в об-
ласти моделирования с плотностью 

, что при начальной ско-
рости звука  и толщине 
диска h = 0,05 а.е. дает начальную поверх-
ностную плотность . 
Начальная радиальная и вертикальная ско-
рости равны нулю . 
Начальная азимутальная скорость ке-

плеровская . 
Собственное магнитное поле диска в на-
чальный момент времени отсутствует 

. Внешнее магнитное поле 
имеет небольшую вертикальную составля-
ющую .

Граничные условия, позволяющие ве-
ществу свободно проникать и покидать об-
ласть моделирования, сведены в таблицу.

Результаты исследования 
и их обсуждение

Результаты численного моделирования 
с модифицированным коэффициентом тур-
булентной вязкости (3) представлены на 
рис. 1, 2.

Темп аккреции газа на внешней границе 
области моделирования rext = 1,1 а.е. согла-
суется с наблюдательными данными о клас-
сических звездах типа Т Тельца

  (7)

Результаты численного моделирования 
с коэффициентом (2) и с модифицирован-

ным коэффициентом (3) имеют следующие 
общие черты:
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Параметр
Граничные условия

в радиальном направлении в вертикальном направлении
слева справа сверху снизу

Плотность односторонняя про-
изводная

односторонняя 
производная

фиксированное 
значение

фиксированное 
значение

Радиальная 
скорость

копирование край-
него значения

копирование край-
него значения

асимметричная 
экстраполяция

асимметричная 
экстраполяция

Азимутальная 
скорость

асимметричная экс-
траполяция

асимметричная 
экстраполяция

асимметричная 
экстраполяция

асимметричная 
экстраполяция

Вертикальная 
скорость

асимметричная экс-
траполяция

асимметричная 
экстраполяция

копирование край-
него значения

копирование край-
него значения

Радиальная 
индукция

копирование край-
него значения

копирование край-
него значения

копирование край-
него значения

копирование край-
него значения

Азимутальная 
индукция

копирование край-
него значения

копирование край-
него значения

копирование край-
него значения

копирование край-
него значения

Вертикальная 
индукция

копирование край-
него значения

копирование край-
него значения

копирование край-
него значения

копирование край-
него значения

Рис. 1. Осредненные плотность и гидродинамическая скорость в диске

– Радиальная и азимутальная компонен-
ты магнитного поля меняют знак при пере-
ходе через экваториальную плоскость диска.

– Собственное магнитное поле диска 
развивается (растет по модулю), однако для 
выяснения причины этого явления требуют-
ся дальнейшие исследования.

– В обоих случаях подтвердилась гипоте-
за, высказанная в [1] о том, что азимутальная 
компонента магнитной индукции  гораздо 
сильнее меняется по высоте, чем по радиусу, 
а значит, дает основание учитывать ее гради-
ент в моделях турбулентного переноса.

Результаты, полученные с модифициро-
ванным коэффициентом, отличаются тем, что:

– Вертикальная компонента  имеет 
противоположный знак;

– Магнитное поле развивается медлен-
нее, чем в первом случае.

Выводы
В настоящей работе на основе замкну-

той системы МГД-уравнений для случая 
развитой турбулентности разработана ма-
тематическая модель осесимметричного 
околосолнечного протопланетного диска 
конечной толщины. Реализован подход, 
позволяющий проследить взаимосогласо-
ванную эволюцию турбулентных течений 
и магнитного поля в диске.
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Рис. 2. Осредненная собственная магнитная индукция в диске

Автором разработаны программные 
модули для среды Matlab и выполнено чис-
ленное моделирование при «свободных» 
граничных условиях, в результате которого 
были получены распределения осреднен-
ной плотности и скорости, конфигурация 
собственного магнитного поля в диске, 
а также оценка темпа аккреции, согласую-
щаяся с наблюдательными данными о клас-
сических звездах на стадии Т Тельца.

В ходе исследования подтвердилось 
предположение о существенном изменении 
азимутальной компоненты магнитной ин-
дукции  с высотой, что дает основание учи-
тывать ее градиент в модели коэффициента 
турбулентной кинематической вязкости че-
рез посредство пути смешения.
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