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В данной статье описан метод расчета полей деформаций и определения усилий при растяжении по-
лосы, имеющей начальные размеры: длина – l0, ширина – a0, толщина – f0 для условия пластичности, связан-
ного с линиями уровня поверхности деформаций. Также дана сравнительная характеристика решений при 
плоском напряженном состоянии для различных имеющихся критериев пластичности: условие пластично-
сти Мизеса, условие пластичности, связанное с линиями уровня поверхности деформаций и условие пла-
стичности Треска. В статье изложен алгоритм определения поля скоростей тензора деформаций для нового 
условия пластичности. Определено усилие необходимое для растяжения полосы и определено изменение 
толщины пластины с течением времени. В результате вычислений графически были представлены зависи-
мости усилий при различных условиях текучести от тензора деформаций и определены коэффициенты, опи-
сывающие изменение геометрии пластин в зависимости от используемого условия пластичности. Данные 
коэффициенты позволят экспериментально определить выбор наиболее оптимального условия текучести 
для конкретного конструкционного материала.
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This article describes a method for calculating the deformation fi elds and the defi nition of effort at stretching 
band, which has the initial dimensions: length – l0, width – a0, thickness – f0 for the condition of plasticity associated 
with the level curves of the surface deformations. We also give a comparative analysis of solutions in plane stress 
for a variety of available criteria of plasticity: Mises yield condition, the condition of plasticity associated with the 
level curves of the surface deformation and the plasticity condition of Tresca. The article describes an algorithm for 
determining the velocity fi eld of the strain tensor for the new conditions of plasticity.Determine the forces required 
to stretch the band and determined the change in thickness of the plate over time. The calculations were graphically 
shows the efforts at various fl ow conditions of the strain tensor and the coeffi cients describing the change in the 
geometry of the plates, depending on the conditions of plasticity. These factors will determine experimentally the 
choice of the optimal fl ow conditions for a specifi c material of construction.
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В данной статье описан метод расчета 
полей деформаций и определения усилий 
при растяжении полосы, имеющей началь-
ные размеры: длина – l0, ширина – a0, толщи-
на – f0 для условия пластичности, связанного 
с линиями уровня поверхности деформаций 
[5]. Также дана сравнительная характеристи-
ка решений при плоском напряженном состо-
янии для различных имеющихся критериев 
пластичности на рис. 1: условие пластично-
сти Мизеса (III), новое условие пластично-
сти (IV), условие пластичности Треска (I, II).

Рассмотрим растяжение полосы с не-
прерывным полем скоростей перемещений. 
Также предположим, что захваты, обеспе-

чивающие перемещение верхнего и нижне-
го концов образца, не препятствуют движе-
нию материала вдоль их оси.

Граничные условия: при y = 1, σyy = 2k; 
при y = –1, σyy = 2k, σxx = σxy = 0.

Данные граничные условия приводят 
к предположению, что весь образец нахо-
дится в пластическом состоянии с однород-
ным полем напряжений и прямолинейным 
полем линий скольжения, наклоненных 
к оси х под углом.

Поле скоростей при плоской деформа-
ции с учетом условия текучести, связанное 
с линиями уровня поверхности деформа-
ций, которая имеет вид [2]. 
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определяется системой уравнений:

 
.
  (1)

Преобразуя (1) по законам

   и   ,

получаем волновые уравнения:  

   (2)

Рис. 1. Полоса: длина – l0, ширина – a0, толщина – f0. 
Условие пластичности Мизеса (III), новое условие пластичности (IV), 
условие пластичности Треска (I, II). V – скорость растяжения полосы

Общее решение системы (2) имеет вид:

  (3)

где θ1, θ2, ψ1, ψ2  произвольные дважды 
дифференцируемые функции.

Будем рассматривать симметричное 
пластическое течение с двумя осями сим-
метрии x и y. Граничные условия для скоро-
стей перемещений:

при x = 0 Vx = 0, при y = 0 Vy = 0, 

при x = a Vx = const, при y = 1 Vy = V.  (4)

Подставляя (4) в (3), имеем: 

Откуда следует, что

  (5)

При дифференцировании уравнений (3) 
возможно приобретение новых решений. 
Подставим (5) в (2):

   (6)

Учитывая (6),

 
,
  (7)

откуда следует, что ψ′ = θ′.
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Пусть ψ′ = θ′ = A′, где А – некото-

рая дифференцируемая функция. Тогда 
А = θ = ψ + C, C – const. Из граничных усло-
вий (4) получим:

   (8)

Из первого равенства (8) следует, что 
функция A(t) нечетная, из второго – С = 0.

Общее решение системы уравнений (2) 
при данных граничных условиях определя-
ется в виде

 (9)

где A(t) – нечетная дифференцируемая 
функция, удовлетворяющая граничным ус-
ловиям.

Объемная плотность мощности энергии 
диссипации , учитывая граничные ус-

ловия, запишется в виде 

Определим вид функции A = c∙t. Тогда 
общий вид решения будет иметь вид:

 (10)

при граничных условиях y = l, Vy = V из вто-
рого уравнения системы (9) следует, что   

   
получаем:

   (11)

Найдем: 

Главные значения тензора скоростей де-
формаций вычисляются по формулам:

Компоненты тензоров Eij и εij связаны 
уравнениями

  (12)

В развернутом виде для случая плоского напряженного состояния [3] систему (12) мож-
но записать в виде

    (13)
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Сделаем замену переменных 

   (14)

где ω(x, y), ω1(x, y) – неизвестные функции, ха-
рактеризующие положение точки; γ, γ1 – углы 
между первым главным направление и осью 
х. В нашем случае при одноосном растяжении 

в плоском напряженном состоянии нормаль 
к свободному контуру совпадает с одним из 
главных направлений и γ = γ1 = 0. 

Подставим (14) в (13), получим

 

Получаем общее решение системы: Так как l = l0 + Vt, то 

  (15)
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   (16)

Так как при ω = 0, t = 0, то 

то уравнение (16) будет иметь решение 

   (17)

Получаем значения  

Используя записи, приведенные выше, найдем главные значения Eij:

 (18)

Найдем связь между относительным удлинением образца и главными инвариантами Eij 

   (19)

Определим изменение ширины полосы 
а с течением времени: 

Дифференцируя по t, получим: 
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так как , то 

   (20)

Определим усилие, необходимое для 
растяжения полосы: 

  

  (21)

Определим изменение толщины пласти-
ны с течением времени: 

Выше была рассмотрена задача по растя-
жению полосы при новом условии пластич-
ности, связанном с линиями уровня поверх-
ности деформаций и получено решение. 

При условии текучести Мизеса реше-
ние подобной задачи имеет вид: 

При новом условии текучести, связан-
ном с линиями уровня тензора деформаций 
было получено решение (21). При решении 
этой задачи был найден угол между линией 
характеристик и осью х. Угол ψ = 50°57′[5]. 
В отличии от условия текучести Мизеса 
ψ = 54°44′ 

На рис. 2 представлены зависимости 
усилий при различных условиях текучести 
от деформаций . Коэффициенты, описы-
вающие изменение геометрии пластин, за-
даются формулами:

 – для условия пла-

стичности Мизеса,

 – для нового 

условия пластичности.

Рис. 2. Зависимости усилий от деформаций  (IV – условие пластичности Мизеса, III – новое  
условие пластичности, I, II – условие пластичности Треска)
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При условии пластичности Треска изме-

няется лишь один линейный размер: либо а, 
либо f. Данные коэффициенты позволяют 
экспериментально определить выбор усло-
вия текучести для конкретного конструкци-
онного материала. Аналогичным образом 
была рассмотрена задача о растяжении по-
лосы с вырезом [1].
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