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СОЕДИНЕНИЯ ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ НА ОСНОВЕ МКЭ 

ПРИ ОСЕСИММЕТРИЧНОМ НАГРУЖЕНИИ 
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Для определения напряженно-деформированного состояния в зонах пересечения осесимметрично на-
груженных оболочек вращения на основе метода конечных элементов используется ранее разработанный 
кольцевой объемный конечный элемент с поперечным сечением в форме четырехугольника с узловыми 
неизвестными в виде перемещений и их производных. Для конечных элементов, примыкающих к границе 
сочленения оболочек вращения, получены соотношения между узловыми неизвестными одной оболочки, 
принятой за основную, и узловыми неизвестными другой оболочки, примыкающей к основной. На основе 
полученных соотношений выполнены преобразования матриц жесткости и векторов узловых нагрузок ко-
нечных элементов, примыкающих к границе сочленения оболочек вращения. Рассмотрены два случая: обо-
лочки вращения из однородного материала и оболочки вращения из разнородных материалов. 

Ключевые слова: МКЭ, осесимметрично нагруженные оболочки вращения, объёмный конечный элемент, 
узловые неизвестные, условия на границе пересечения оболочек, однородный материал, 
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For defi nition of the is stress-deformed condition in coupling zones symmetrically axes the loaded shells of 
rotation on the basis of a method of fi nite elements earlier developed ring volume fi nite element with cross-section 
section in the form of a quadrangle with nodal unknown in the form of displacement and their derivatives is used. 
For the fi nite elements adjoining border of a joint of covers of rotation, parities between nodal unknown of one shells 
accepted for basic, and nodal unknown of other shells adjoining basic are received. On the basis of the received 
parities transformations of matrixes of rigidity and vectors of usual loadings of the fi nite elements adjoining border 
of a joint of shells of rotation are executed. Two cases are considered: shells of rotation from a homogeneous 
material and a shells of rotation from inhomogeneous materials. 

Keywords: symmetrically axes loading the loaded covers of rotation, a volume fi nite element, usual unknown persons, 
conditions on border of crossing of the covers, a homogeneous material, a inhomogeneous material 

1. Матрица жесткости объёмного конеч-
ного элемента. В настоящее время в расче-
тах оболочек вращения при осесимметрич-
ном нагружении широкое распространение 
получил метод конечных элементов в трех-
мерной постановке [1, 2, 3, 4]. В данной ра-
боте этот подход адаптирован для получе-
ния матрицы жесткости конечного элемента 
оболочки вращения при осесимметричной 
нагрузке. Для расчета осесимметрично на-
груженной оболочки вращения использует-
ся кольцевой объемный конечный элемент, 
поперечным сечением которого является 
четырёхугольник с узлами i, j, k, l [1]. 

Используемая в настоящей работе 
матрица жесткости конечного элемента 
формируется на основе равенства работ 
внешних и внутренних сил при осесимме-
тричном нагружении [2] 

  (1)

где  – вектор узловых 
неизвестных в криволинейной системе ко-
ординат s, ζ;

[K] – матрица жесткости элемента в гло-
бальной системе координат; {f} – вектор 
узловых нагрузок элемента в глобальной 
системе координат.

2. Геометрия в зоне пересечения осесим-
метрично нагруженных оболочек вращения 
из однородного материала. Рассматривают-
ся две осесимметрично нагруженные обо-
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лочки вращения в координатах xoz и x′o′z′  
(рис. 1). Связь между ортами этих систем 
считается известной
  (2)

Рис. 1. Сочлененные оболочки вращения 
в декартовых системах координат xoz и x′o′z′

На основании (2) определяется соотно-
шение между векторами локальных базисов 
в граничной точке сочлененных оболочек

  (3)

где   

В узлах на границе пересечения обо-
лочек узловые неизвестные одной оболоч-
ки (элемент I) принимаются за основные 
(см. рис. 1), узловые неизвестные примыка-
ющей оболочки (элемент II) должны быть 
выражены через узловые неизвестные ос-
новной оболочки. В дальнейшем величины, 
относящиеся к примыкающей оболочке, бу-
дут отмечаться штрихами. 

Для конечных элементов примыкающих 
к границе сочленения оболочек выполня-

ются перенумерации неизвестных и рас-
сматриваются следующие векторы узловых 
неизвестных для основной и примыкающей 
оболочек

  (4)

   (5)

где 
Соотношения между компонентами век-

торов (4) и (5) определяются с использова-
нием следующих условий:

1. Векторы перемещений в точке, рас-
положенной на границе пересечения двух 
оболочек, равны

откуда с учётом (3) получается
     (6)

Зависимости между производными 
компонент вектора перемещений для двух 
оболочек на линии пересечения можно по-
лучить, используя выражения производной 
вектора по направлению

 , (7)

где 

Используя выражение (7), можно запи-
сать соотношения:
  (8)

  (9)
Производные векторов перемещений 

определяются выражениями:

  (10)

 
В соотношениях (10) использовано вы-

ражение производных векторов узловой 
точки в виде 

  (11)

где 

Равенство (8) с использованием (10) запишется в виде

откуда получается:

  (12)
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Используя выражение (10), можно выразить 

из (12) производные компонент вектора пере-
мещений  примыкающей оболочки 
через узловые неизвестные основной оболочки 

  (13)

Равенство (9) с использованием (10) получит вид

  (14)
Используя выражение (10), можно выразить 

из (14) производные компонент вектора пере-
мещений  примыкающей оболочки 
через узловые неизвестные основной оболочки

  (15)

На основании выражений (6), (13), (15) 
зависимость между векторами (4) и (5) за-
пишется матричным выражением

  (16)

С использованием (16) формируется 
матрица преобразования [Т] для матрицы 
жесткости и вектора узловых нагрузок при-
мыкающих конечных элементов осесимме-
трично нагруженных оболочек вращения

  (17) 

3. Геометрия в зоне пересечения осе-
симметрично нагруженных оболочек вра-
щения из разнородных материалов. При 
сопряжении осесимметрично нагружен-
ных оболочек вращения из разнородных 
материалов положение плоскости разде-
ла считается заданной (рис. 2). В узловой 
точке, расположенной на границе плоско-
сти раздела, определяются углы α, β между 
локальными базисами узловых точек со-
прягаемых оболочек и единичными век-
торами  (нормальным и касательным 
к граничной плоскости оболочек).

Рис. 2. Конечные элементы сопрягаемых оболочек вращения
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В граничной узловой точке рассматри-

ваются следующие векторы узловых пере-
мещений
  (18)

  (19)

  (20)

  (21)
Матричные соотношения между век-

торами (18), (20) и (19), (21) определяются 
по методике, описанной в пункте 2, и пред-
ставляются выражениями:

  (22)

  (23)
Соотношения между векторами (18), 

(20) определяются с использованием следу-
ющих условий.

1. Условие о равенстве векторов переме-
щений в граничной точке в различных си-
стемах координат приводит к соотношениям
     (24) 

2. Равенство производных компонент 
вектора перемещения вдоль оси τ дает вы-
ражения

     (25)
3. Условия равенства касательных на-

пряжений в плоскости раздела материалов

приводит к выражению

  (26)

При получении выражения (26) исполь-
зован закон Гука в матричном виде [5]
  (27)

где   

4. Равенство нормальных напряжений 
в системе координат ρ, τ  приво-
дит к соотношению

откуда получается

  (28)

где E, E′ – модули упругости материалов; ν, 
ν′ –  коэффициенты Пуассона.

На основании выражений(24), (25), (26) 
и (28) зависимость между векторами (18) 
и (20) запишется в матричном виде 

  (29)
С учетом выражений (29), (22) и (23) 

можно получить матричное соотношение 
между векторами (18) и (20) сопрягаемых 
криволинейных пластин из разнородных 
материалов

 (30)

С использованием (30) формируется 
матрица преобразования [Т] для матрицы 
жесткости и вектора узловых нагрузок гра-
ничного конечного элемента примыкающей 
пластины 

  (31)

Пример. Определялось напряженнo-
деформированное состояние цилиндра со 
сферическим днищем, находящегося под 
внутренним давлением интенсивности q 
(рис. 3). Представлены два варианта рас-
чета: 1 – цилиндр и сферическая оболоч-
ка из однородного материала; 2 ‒ цилиндр 
и сферическая оболочка из разнородных 
материалов.

Рис. 3. Цилиндр со сферическим днищем 
под внутренним давлением интенсивности q
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Были приняты следующие исходные 

данные: 
1 вариант – l1 = 0,1 м, l2 = 0,05 м, 

l3 = 0,04 м, q = 8 Н, h = 0,0005 м, b = 0,05 м, 
E = 2∙103 МПа, v = 0,3; 

2 вариант – l1 = 0,1 м, l2 = 0,05 м, 
l3 = 0,04 м, q = 8 Н, h = 0,0005 м, b = 0,05 м, 
E = 2∙105 МПа, v = 0,3, E′ = 2∙106 МПа, 
v′ = 0,25

Сходимость вычислительного процесса 
была достаточной при разбиении конструк-
ции на 5 элементов по толщине, на 40 по 

длине цилиндра и 25 по длине дуги круго-
вой оболочки. 

Для повышения точности выполнения 
условий равновесия рассчитываемая кон-
струкция разбивалась на 11 конечных эле-
ментов по толщине и на 100 элементов по 
длине цилиндра и на 75 по дуге круговой 
оболочки. 

По полученным результатам построены 
эпюры нормальных напряжений σхх в се-
чении 1-1 (см. рис. 3): для 1-го варианта 
(рис. 4а), для 2-го варианта (рис. 4б)

Рис. 4а. Эпюра нормальных напряжений σхх 
в сечении 1-1 цилиндра со сферическим днищем 

из однородного материала 

Рис. 4б. Эпюра нормальных напряжений σхх 
в сечении 1-1 цилиндра со сферическим днищем 

из разнородных материалов

Для 1-го варианта – условие равнове-
сия по силам  выполняется с по-
грешностью δ = 0,6 %; для 2-го варианта – 
условие равновесия по силам  
выполняется с погрешностью δ = 0,7 %.

На основе анализа результатов выполнен-
ных примеров расчета можно сделать вывод 
о корректности алгоритма определения на-
пряженно-деформированного состояния в зо-
нах сочленения оболочек вращения на основе 
разработанного конечного элемента [1]. 
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