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Проводится анализ математических моделей по дискретным точкам, полученным в результате экс-
периментальных исследований, используемых для исследования и описания процессов, протекающих 
в поршневых двигателях. Условно разделяются эти модели на теоретические и эмпирические. На конкрет-
ном примере показано, что использование моделей планирования эксперимента в качестве эмпирических 
может привести к большим погрешностям, поскольку эти модели предназначены только для уменьшения 
количества экспериментов, а не для расчетов. Проверка данных экспериментов по этой модели приводит 
к большим погрешностям. Показано, что по виду кривой оценено (приближенно, например, в виде полинома 
второй степени) уравнение, описывающее результаты экспериментальных исследований. Затем вычислены 
коэффициенты в найденном уравнении. Расчетные данные по предлагаемой модели хорошо согласуются 
с экспериментальными данными. 
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The analysis of mathematical models on the discrete points, received is carried out as a result of the 
experimental researches used for research and the description of processes, proceeding in piston engines. These 
models on theoretical and empirical are conditionally divided. On a concrete example it is shown, that use of models 
of planning of experiment as empirical can lead to to the big errors as these models are intended only for reduction 
of quantity of experiments, instead of for calculations. Check of the given experiments on this model leads to to the 
big errors. It is shown, that by the form by a curve it is appreciated (approximately, for example, as a polynom of the 
second degree) the equation describing results of experimental researches. Then factors in the found equation are 
calculated. The settlement data on offered model will well be coordinated to experimental data. 
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Разработка математических моделей 
по дискретным точкам, полученным в ре-
зультате экспериментальных исследова-
ний, в настоящее время достаточно активно 
развивается при исследовании процессов, 
протекающих в поршневых двигателях. 
Это позволяет расширить диапазон расче-
тов (если отсутствуют экспериментальные 
данные), а также использовать модели при 
многовариантных расчетах с использова-
нием ПЭВМ. Если вначале моделирование 
начиналось с аппроксимации множества 
экспериментальных точек на плоскости 
какой-либо гладкой кривой, то теперь ма-
тематические модели часто представляют 
в виде дифференциальных уравнений (в 
том числе и в частных производных), ко-
торыми можно описывать сложные про-
цессы, протекающие в цилиндрах ДВС. 
В соответствии с определением, данным 
в [1], модели можно условно подразделять 
на две группы. Первая группа – теорети-
ческие, основанные на общих принципах 
законов природы. В основу таких моделей 
могут быть положены законы сохранения 
энергии, массы рабочего тела в цилиндре 
двигателя, дифференциальные уравнения 

неразрывности, количества движения и др. 
Вполне естественно, что круг таких моде-
лей достаточно известен. Вторая группа – 
эмпирические (экспериментальные), типа 
«черного ящика», когда даже структура 
об адекватности модели отсутствует. В та-
ких моделях взаимосвязь между входными 
и выходными параметрами процесса опи-
сывается некоторыми операторами, кото-
рые описывают реальные процессы. Для та-
ких математических моделей в полной мере 
подходит определение, данное в работе [2]: 
математическая модель – это формальная 
система, представляющая собой конечное 
собрание символов и совершенно точных 
правил оперирования этими символами 
в совокупности с интерпретацией свойств 
определенного объекта некоторыми симво-
лами, отношениями, константами. 

Действительно, именно интерпретация 
придает качественный смысл элементам 
математического выражения, что делает 
последнее моделью реальных объектов. 
Можно привести достаточно много приме-
ров эффективных методов математического 
моделирования, основанных на экспери-
ментальных данных: уравнения И.И. Вибе 
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закономерностей динамики процесса сго-
рания в двигателях, разработка приклад-
ных программ при автоматизированном 
проектировании ДВС [3] и др. Достаточно 
просмотреть материалы Международных 
конференций «Двигатель-2007», посвя-
щенной 100-летию школы двигателестро-
ения МГТУ им. Н.Э. Баумана, и «Двига-
тель-2010», посвященной 180-летию МГТУ 
им. Н.Э. Баумана [4, 5], чтобы понять, какое 
широкое практическое приложение получи-
ло использование математических моделей 
при проектировании и экспериментальной 
доводке двигателей до заданных показате-
лей. При разработке математической мо-
дели всегда стремятся получить ее в виде 
аналитической функции, которую можно 
разложить в степенной ряд в окрестностях 
любой точки из области ее определения. 
Математическая модель по разработанным 
методикам (метод крутого восхождения, 
градиентный метод и др.) позволяет быстро 
найти оптимальные условия ведения изуча-
емого процесса и является целью иденти-
фикации объекта как в динамическом (когда 
система или объект выводится из состояния 
равновесия), так и в статическом (нормаль-
ное течение технологического процесса) ре-
жимах работы. Математическая модель ди-
намического режима работы объекта – одно 
или система дифференциальных уравне-

ний; математическая модель статического 
режима – одно или система алгебраических 
уравнений.

Умение правильно выбрать математи-
ческую модель требует от автора не только 
необходимых математических, прикладных 
знаний и опыта, но также вкуса и чувства 
соразмерности. Поэтому до сих пор нет 
книг об общих методах построения мате-
матических моделей. Наиболее полно раз-
работаны модели с использованием теории 
математического планирования экспери-
мента, однако их применение не всегда при-
водит к желаемым результатам. 

Покажем простой пример эмпирических 
математических моделей, основанный на 
примере одной из работ [6]. Ввиду краткости 
статьи приводим пример в усеченной виде. 

По данным экспериментальных иссле-
дований известно, что при впрыскивании 
однократной дозы топлива (бензина Аи-93) 
на поверхность время испарения τи, мс бен-
зина Аи-93 зависит от цикловой подачи 
gц, мг, скорости воздушного потока v, м/с 
и температуры поверхности tп, °C. В при-
веденной ниже таблице в столбцах 1–3 
приведены результаты экспериментальных 
исследований при tп = 220 °С, а также v = 0 
и v = 26 м/с. В работе приводится также за-
висимость для определения τи, полученная 
для полного факторного эксперимента:

  (1)

Автор [6] указывает, что «расхождение 
между данными, рассчитанными по уравне-
нию (1), и экспериментальными данными не 
превышает 18 %, что можно считать вполне 
удовлетворительным для этой сложной об-
ласти исследования». Заметим, что провер-
ка математической модели на адекватность 
проводится по критерию Фишера, а кроме 
того, (1) получена для известного фактор-
ного пространства и может использоваться 

для определения силы влияния факторов, 
а также условия опытов. Поэтому вполне 
естественно, что пользоваться этой моде-
лью даже внутри факторного пространства 
как аналитической просто невозможно. Об 
этом свидетельствует погрешность вычис-
ления τи по формуле (1) по сравнению с экс-
периментальными данными (см. столбец (8) 
в таблице, при этом погрешность превыша-
ет указанные 18 %).

Зависимость времени испарения бензина Аи-93 от цикловой подачи, мг, 
и скорости потока v, м/с при tп = 220 °С

Ци-
кловая 
подача 
gц, мг

Время испарения τи, мс при ско-
рости воздушного потока v, м/с Расчетное значе-

ние τи по форму-
ле (2) при v = 0

Расчетное 
значение τи по 
формуле (1) 
при v = 0

Погрешность 
вычисления по 

(1), % %0 26 13 6,5

1 2 3 4 5 6 7 8
2
4
6
8
10
12
14
16

25,0
26,7
28,3
29,4
31,6
34,3
36,5
37,8

25,0
21,9
21,0
21,1
22,2
24,9
26,1
29,0

25,0
23,05
24,3
25,2
26,7
29,4
30,8
34,2

25,0
24,6
25,9
27,3
28,9
31,6
33,2
36,5

25,5
26,3
27,5
29,1
31,1
33,7
35,9
39,4

42,2
44,8
46,7
48,1
48,8
48,9
48,5
47,3

65
70
70
64
57
44
35
20
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Можно показать, что даже для «этой 

сложной области исследования» можно 
получить вполне приемлемые математи-
ческие модели. Действительно, исследова-
тель в состоянии по виду кривой оценить 
(хотя бы приближенно) уравнение, опи-
сывающее систему или процесс (напри-
мер, в виде полинома n-й степени). Затем 
необходимо вычислить коэффициенты 
в найденном уравнении. Как правило, в ре-
альных условиях не существует точных 
формул, позволяющих вычислить эти ко-
эффициенты. Поэтому на практике исполь-
зуются различные методы поиска коэффи-
циентов, такие как метод координатного 
спуска, метод сопряженных градиентов, 
метод наименьших квадратов и т.д. В при-
веденном примере по данным из таблицы 
столбцам (1)–(3) зависимости τи = f(gц) 
можно аппроксимировать, например, по-
линомами второй степени типа 

. 

После расчета получим:
для v = 0 

;
для v = 26 м/с 

В полученных зависимостях при изме-
нении v меняются только коэффициенты a, 
b и c. Для вычисления их численных значе-
ний не хватает экспериментальных данных. 
С некоторой долей условности примем, что 
при скоростях воздуха v = 6,5 и 13 м/с ха-
рактер изменения τи будет протекать иден-
тично. Для этого в столбцах 5 и 4 условно 
поставим τи как среднее между известными 
экспериментальными данными (столбцы 2 
и 3) и также аппроксимируем их зависимо-
стями типа. Если после этого найти анали-
тическую зависимость каждого из коэффи-
циентов a, b и c при изменении скорости 
потока v, то окончательно получим следую-
щую зависимость:

  (2)
В столбце 6 таблицы приведены вычис-

ленные по формуле (2) расчетные значения 
τи при v = 0, которые действительно хорошо 
согласуются с экспериментальными данны-
ми (столбец 2), несмотря на то, что часть 
экспериментальных данным принята нами 
условно. 
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