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В продолжении исследования задачи перемещения двухзвенного транспортного манипулятора в вязкой 
среде из начального положения в конечное с минимальными энергетическими затратами рассматриваются во-
просы существования аналитического решения для системы дифференциальных уравнений, описывающих 
оптимальные траектории. Получены параметрические уравнения оптимальных перемещений. Проводится 
компьютерное моделирование, анализируются его результаты с физической точки зрения. Характерной осо-
бенностью является отсутствие непосредственной зависимости формы траектории от времени перемещения. 
Тем не менее его нельзя устремить к нулю, поскольку это вызовет значительное увеличение скорости переме-
щения и, как следствие, рост чисел Рейнольдса с выходом процесса за рамки ламинарного обтекания. 
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In this paper a two-link manipulator in a viscous medium is considered. The problem of determining the 
minimum energy required to move a two-link manipulator from initial position to fi nal is investigated. Solution of 
the problem based on the construction of controls that optimize energy consumption at a fi xed time. The parameters 
determining the optimal manipulator motion are calculated by numerical experiment. As an additional result an 
analytical description of the manipulator displacing controls from the initial position to fi nal position for a given fi xed 
time with minimal power consumption is obtained. A characteristic feature is the absence of a direct dependence of 
the trajectories from moving time. However, it cannot be tends to zero, because it will cause a signifi cant increase 
in the speed of movement and, as a consequence, increase of Reynolds numbers to the output of the process beyond 
the laminar fl ow.
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Задача управления двухзвенным ма-
нипулятором в вязкой среде по критерию 
минимума энергетических затрат рассма-
тривалась в [1, 3, 5]. Возникает интерес 
исследовать аналогичную задачу с точки 
зрения существования аналитических за-
висимостей для моделирования оптималь-
ных траекторий перемещения манипуля-
тора из начального положения в заданное 
при минимальных энергетических затра-
тах. Такая постановка является актуальной 
для автономных манипуляторов [2]. Ситу-
ация, в которой нужно исходить из весь-
ма ограниченной энергетики мобильных 
манипуляторов, является естественной, 
а для автономных манипуляторов и неиз-
бежной. Тогда с точки зрения теории ди-
намической оптимизации обтекания [4, 6] 
актуальна следующая задача: найти законы 
изменения управляющих сил и моментов, 
обеспечивающие перемещение манипу-
лятора из начального положения в задан-

ное с ограниченными энергетическими 
затратами. 

Постановка задачи
Рассматривается механическая система, 

состоящая из трех материальных точек O0, 
O1, O2, соединенных между собой бесконеч-
но тонкими абсолютно жесткими безынерци-
онными стержнями с длинами r1 и r2 (рис. 1). 
Вся система располагается в вертикальной 
плоскости и может вращаться вокруг точки 
O0, а звено O1O2 – вокруг точки O1. Такая си-
стема моделирует транспортный манипуля-
тор (ТМ), предназначенный для перемещения 
грузов. При этом точки O1, O2 соответствуют 
центрам инерции первого и второго звена ма-
нипулятора соответственно. Транспортируе-
мый груз входит в состав второго звена.

Элементы ТМ связаны цилиндрически-
ми шарнирами в точках O0, O1, в которых 
действуют создаваемые внутренними сила-
ми управляющие моменты U1, U2.
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Рис. 1. Двухзвенный манипулятор

Силы тяжести m1g и m2g, силы сопро-
тивления среды D1 и D2 и силы Архимеда 
приложены к первому и второму звену со-
ответственно.

Введем следующие обобщенные коор-
динаты ТМ: φ, ϑ – величины, характеризую-
щие угловое положение звеньев O0O1, O1O2 
соответственно. Тогда координаты точек O1, 
O2 можно определить формулами:

Уравнения движения ТМ имеют вид [4]:

  (1.1)

где 

Выражение для мощности выписывает-
ся в форме:

  (1.2)
Теперь можно поставить задачу о на-

хождении оптимальных управляющих мо-
ментов при перемещении ТМ из начального 
состояния в заданное с ограничениями на 
работу A(T).
Нахождение оптимальных траекторий
Введем обозначения:

  (2.1)

После решения задачи минимизации ра-
боты по перемещению манипулятора полу-
чим двухточечную краевую задачу [4]:

  (2.2)

с начальными условиями 

  (2.3)
где 
 
  (2.4)

Обозначим постоянные 

Тогда  В системе 
(2.2) постоянные c1 и c2 подбираются так, 
чтобы выполнялись краевые условия (2.3). 
Таким образом, эти постоянные являются 
функциями от набора значений переменных 
{z10, z1T, z30, z3T} в начальный и конечный мо-
менты времени. 

Если переписать систему (2.1) в виде 

  (2.5)

при тех же начальных условиях (2.3) и рас-
смотреть невырожденный случай, когда 
z3T ≠ z30, то возникают два варианта. В пер-
вом из них z3T ≥ z30, и в уравнении системы 
(2.5) выбирается знак плюс, во втором, при 
z3T ≤ z30, выбирается знак минус. Далее без 
ограничения общности можно считать, что 
реализуется первый вариант. С учетом со-
отношения (2.4) и введенных обозначений 
можно решить второе уравнение системы 
(2.5). Перепишем его в виде

  (2.6)

Отсюда получим 

 (2.7)
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Введем обозначение  или 

. Тогда систему (2.2) можно запи-
сать в виде

  (2.8)

или

  (2.9)

Таким образом, фазовая траектория си-
стемы

  (2.10)

то есть не зависит от константы c1.
Моделирование оптимального 

управления
Полученная задача (2.8), (2.9) решается 

численно. Моделирование экстремальных 
программ позволит качественно оценить 
поведение исследованной системы [7]. На-
ходятся оптимальные значения параметров 
c1k, которые определяют оптимальное дви-
жение манипулятора в соответствии с урав-
нениями (2.5). Само оптимальное управле-
ние определяется соотношениями (1.1).

При численном решении задачи нужно 
учитывать, что функции f1(z3, c1, k), f2(z3, c1, k) 
должны быть определены и действительны 
на интервале [z30, z3T], что дает дополнитель-
ные ограничения на постоянные.

На рис. 2 показано оптимальное движе-
ние двухзвенного манипулятора при следу-
ющих исходных данных:

Рис. 2. Оптимальные перемещения ТМ (m1 = 0,1; m1 = 1,0 )

На рис. 3 показано оптимальное движе-
ние двухзвенного манипулятора при дру-
гих исходных данных, масса второго звена 
меньше массы первого.

В результате решена задача построения 
оптимальных программ перевода транс-
портного манипулятора из начального по-
ложения в заданное при ограничениях на 
затраченную работу.

Исследования выполнены при финан-
совой поддержке РФФИ, проект № 10-01-
00356 и в рамках программы фундамен-
тальных исследований Президиума РАН 
«Математические модели и алгоритмы в 
управляемых системах с нелинейной дина-
микой» при поддержке УрО РАН, проект 
№ 12-П-1-1012/1.
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Рис. 3. Оптимальные перемещения ТМ (m1 = 0,1; m1 = 1,0 )
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