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Приведено теоретическое и расчетно-экспериментальное обоснование модели образования диска Маха 
в сверхзвуковой нерасчетной струе. Созданная усилиями российских математиков в середине 80-х годов 
полная классификация возможных перестроек ударных волн, каустик и волновых фронтов, сформулирован-
ные на основе принципа максимума множества Максвелла теоремы существования конфигураций волновых 
фронтов для случаев различной размерности позволили однозначно указать критерий образования диска 
Маха как в случае отражения скачка от стенки, так и при его отражении от оси симметрии. Проведено рас-
четно-экспериментальное исследование, которое подтвердило сделанные теоретические выводы. Показано, 
что различие классификаций перестроек ударных волн для пространств с четной и нечетной размерностью 
приводит к тому, что ударно-волновые структуры, образующиеся в стационарных течениях, не могут суще-
ствовать в нестационарных потоках. И наоборот.
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Shows the theoretical and computational models and experimental study of Mach disk formation in a 
nonisobaric supersonic jet. Thanks to the efforts of Russian mathematicians in the mid-80s complete classifi cation 
of possible modifi cations of shock waves, caustics and wave fronts, formulated on the basis of the maximum set 
of Maxwell’s theorem of confi gurations for the cases of the wave fronts of different dimensions allowed uniquely 
specify a criterion for the formation of Mach disk in the case of refl ection of shock from the wall, and at its refl ection 
from the axis of symmetry. A computational and experimental study, which confi rmed the theoretical conclusions 
made. It is shown that the difference between the classifi cations of shock waves for the rearrangement of spaces with 
even and odd dimensions leads to the fact that the shock-wave structures formed in the stationary currents can not 
exist in unsteady fl ows. And vice-versa.
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Сверхзвуковая струя (рис. 1) на на-
чальном участке имеет развитую ударно-
волновую структуру (УВС). Слои смешения 
на теоретической границе струи и танген-

циальном разрыве за тройной точкой разде-
лены протяженными областями, в которых 
вязкие свойства газа практически не прояв-
ляются.

Рис. 1. Характерные участки сверхзвуковой турбулентной струи:
а – начальный участок; б – переходный участок; в – основной участок
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Границей начального участка считается 

сечение, в котором происходит смыкание 
слоев смешения. Ниже по течению зоны не-
вязкого газа отсутствуют. В перерасширен-
ных и умеренно недорасширенных струях 
начальный участок охватывает 3–4 первые 
бочки. В недорасширенных струях при не-
расчетности (отношение давления на сре-
зе сопла к давлению в окружающей среде) 
больше 10–15 переходный участок начи-
нается практически сразу же за пределами 
первой бочки, т.к. диск Маха больших раз-
меров перекрывает почти все поперечное 
сечение струи и слои смешения на границе 
и за тройной точкой находятся близко друг 
от друга.

При использовании современных вы-
числительных пакетов для расчета сверх-
звуковых струй наибольшая сложность 
связана с необходимостью учитывать из-
менение масштаба турбулентности в слоях 
смешения на сильных скачках уплотнения, 
а также неадекватность гипотезы Буссине-
ска для областей течения с большими гра-
диентами давления [8]. Именно поэтому 
важно правильно представлять механизм 
образования диска Маха, область течения 
за которым представляет собой трудный 
и в тоже время самый важный объект рас-
чета в сверхзвуковой струе, истекающей из 
сопла летательного аппарата. 
Понятие газодинамического разрыва
Рассмотрим классическое описание эле-

ментов УВС в струе идеального газа. Удоб-
но записать систему уравнений идеального 
газа в координатах n (длина нормали к ли-
ниям тока) – s (длина дуги вдоль линии 
тока) с использованием основных газодина-
мических неравномерностей Ni 

      

    (1)

Здесь P – давление, ϑ – угол наклона 
вектора скорости, P0 – полное давление, ζ – 
завихренность. После несложных преобра-
зований получается система уравнений

  (2)

Здесь М – число Маха, γ – показатель 
адиабаты, для воздуха равный 1,4. Иногда 
систему уравнений (2) в переменных s–n 
называют уравнениями Эйлера в естествен-
ной системе координат. Однако это неверно, 
т.к. единичные векторы s и n образуют ор-
тогональные геодезические линии фазового 
пространства, но системы координат в при-
нятом понимании не образуют. Действи-
тельно, при перемещении вдоль координа-
ты xi координата xj не должна изменяться. 
Для естественной системы координат это 
справедливо только в частном случае, на-
пример, в течении от источника.

Как известно, сверхзвуковые течения 
газа могут содержать области, где параметры 
меняются резко, скачком. В рамках моде-
ли идеального газа в таких случаях говорят 
о существовании газодинамических разры-
вов. Разрывы бывают нулевого порядка Ф0 
(центр волны разрежения или сжатия, ска-
чок уплотнения и поверхность скольжения), 
на которых терпят разрыв газодинамиче-
ские параметры течения (P, ν, ϑ) и разрывы 
первого порядка Ф1, на которых терпят раз-
рыв первые производные газодинамических 
переменных. Иногда Ф1 называют слабым 
разрывом. Очевидно, что можно определить 
особенности Фi пространства газодинамиче-
ских переменных любого порядка. 

Из законов сохранения потока вещества, 
потока энергии компонент потока импульса 
при переходе течения через разрыв выво-
дятся основные соотношения условий дина-
мической совместности (УДС) на скачках 
уплотнения и других разрывах Ф0, связы-
вающие параметры течения до разрыва и за 
ним. В качестве параметра в этих соотно-
шениях выступает интенсивность разры-
ва J. Чаще всего интенсивность определя-
ется как отношение давления за разрывом 
к давлению перед ним. Получены также 
уравнения, связывающие неравномерности 
течения перед скачком и за ним. Эти соот-
ношения называются дифференциальными 
условиями динамической совместности 
(ДУДС)

  (3)

Коэффициенты Аij, сi опубликованы в [9, 
10]. В целях общности в уравнения (3) до-
бавлены N4 = δ/y (δ = 0 в плоском течении) 
и N5 = Kσ (кривизна скачка уплотнения). 
Уравнения УДС и ДУДС, выведенные из 
законов сохранения, позволяют построить 
полную классификацию состояний равно-
весия ударно-волновых структур (стацио-
нарных УВС), но ничего не говорят об их 
устойчивости.
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Геометрический смысл уравнений 

динамики идеального газа
По современным представлениям газо-

динамические переменные образуют гипер-
пространство, а уравнения Эйлера описы-
вают в нем гиперповерхность. На вопрос 
о структурной устойчивости может дать 
ответ изучение топологии этой гиперпо-
верхности. 

Рассмотрим ряд важных геометриче-
ских понятий. В основе каждого раздела 
физики лежит своя геометрия пространства 
параметров. Геометрия Минковского опи-
сывает пространство специальной теории 
относительности. Риманова геометрия ле-
жит в основе общей теории относительно-
сти. Симплектическая геометрия – фазовое 
пространство классической механики и т.п. 

Геометрии различаются между собой 
тем, каким образом введена метрика про-
странства. Метрика – выражение для дли-
ны элемента произвольной кривой. Длина 
вектора не должна зависеть от выбора си-
стемы координат.

Обобщением понятия поверхности 
в современной геометрии является термин 
многообразие. Многообразие представляет 
собой произвольное множество точек, пред-
ставленное в виде объединения конечного 
числа областей евклидового пространства, 
в каждой из которых заданы локальные ко-
ординаты. Пересечение областей само яв-
ляется областью евклидового пространства, 
в которой действуют уже две локальные 
системы координат. Требуется, чтобы каж-
дая из этих локальных систем выражалась 
через другую систему дифференцируемым 
образом. Если на многообразии можно вы-
делить замкнутую область А, ограниченную 
неравенством f(x) < 0 (f(x) > 0), где f(x) – 
гладкая функция), то А называется многооб-
разием с краем. Требуется, чтобы градиент 
функции не обращался на краю в нуль. 

Первая бочка сверхзвуковой струи иде-
ального газа представляет собой типичное 
многообразие с краем и при изучении гео-
метрии ее элементов можно пользоваться 
методами современной геометрии. Край – 
это теоретическая граница струи. Внутри 
многообразия выделены области (подмно-
гообразия): сжатый слой, волна разрежения 
и т.п., пересечением которых являются эле-
менты ударно-волновой структуры. В каж-
дой из областей заданы локальные коорди-
наты, например, связанные с линиями тока 
и нормалями к ним.

Рассмотрим для простоты одномерное 
уравнение переноса Эйлера

Это уравнение описывает поле скоростей 
u свободно движущихся по прямой частиц. 
Закон свободного движения частицы имеет 
вид x = φ(t) = x0 + vt, где v –скорость части-
цы. Функция φ удовлетворяет уравнению 
Ньютона. По определению dφ/dt = u(t, φ). 
Продифференцировав последнее соотноше-
ние по t, получаем уравнение Эйлера

Таким образом, описание движения при 
помощи уравнений Эйлера для поля и при 
помощи уравнения Ньютона для частиц 
эквивалентны. Известно, что квазилиней-
ные дифференциальные уравнения в част-
ных производных решаются с помощью 
построения характеристик. В математике 
слово «характеристический» всегда озна-
чает «не зависящий от произвола выбора». 
Каждому многообразию соответствует свое 
характеристическое поле. Характеристи-
ки – фазовые кривые характеристического 
поля. Уравнение характеристик уравнения 
Эйлера эквивалентно уравнению Ньютона. 
Таким образом, задачу о распространении 
волны можно решить путем построения 
характеристик, вдоль которых движутся ма-
териальные частицы. Общую геометриче-
скую теорию уравнений в частных произво-
дных, способы построения характеристик 
можно найти в [1]. 

На рис. 2 показано, как решается уравне-
ние переноса с помощью характеристик [1]. 
На плоскости y-x задана начальная функция 
y = u0(x)t = 0. Уравнения характеристик t′ = 1, 
y′ = 0, x′ = y. В моменты времени t = 1, t = 2 
и т.д. решение строится путем переноса 
вдоль характеристик (по горизонтали) зна-
чений в начальный момент времени.

Рис. 2. Решение уравнения Эйлера с помощью 
характеристик [1]

Видно, что в момент времени t = 2 кри-
вая перестает быть графиком функции 
f = y(x) (рис. 2). Интегральная поверхность 
неоднозначно проектируется на плоскость 
x-t. Кривая критических значений проекти-
рования (касательная к поверхности верти-
кальна) имеет точку возврата. Как уже гово-
рилось выше, уравнение Эйлера описывает 



171

ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ    №11, 2012

ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ
эволюцию поля скорости невзаимодейству-
ющих частиц. Нарушение единственности 
решения можно трактовать как свободное 
прохождение потоков частиц друг сквозь 
друга. С другой стороны, при большой 
плотности частиц их взаимодействием 
нельзя пренебречь. В этом случае уравне-
ние Эйлера не выполняется, и его заменяют 
другим уравнением, учитывающим взаимо-
действие, например, на уравнение Бюргерса

При малых ε в областях плавного из-
менения параметров оно приближает урав-
нение Эйлера и, в то же время, допуска-
ет решения типа «ударных волн». Справа 
и слева от ударной волны течение описыва-
ется уравнениями Эйлера, внутри ударной 
волны уравнением, подобным уравнению 
теплопроводности. Таким образом, ударная 
волна (скачок уплотнения, газодинамиче-
ский разрыв) – это особенность отобра-
жения проектирования многообразия газо-
динамических параметров (рис. 3).

Рис. 3. Ударная волна – особенность 
многообразия параметров [4]

В настоящее время теория особенно-
стей усилиями выдающихся математиков 
современности Уитни, Арнольда, Тома, Пу-
анкаре, Зимана разработана очень хорошо. 
Для практически важных случаев размер-
ности пространства 2 и 3 составлена пол-
ная классификация особенностей отобра-
жений и последовательности их перестроек 
при изменении некоторого критериального 
параметра [2]. Пространства газовой дина-
мики с четной и нечетной размерностью 
описываются разными типами геометрий: 
симплектической и контактной. Классифи-
кации устойчивых особенностей отображе-
ний этих геометрий, называемых лагранжо-
выми и лежандровыми, разные. 

Таким образом, классификация удар-
но-волновых структур распадается на не-
тождественные подмножества устойчивых 
структур в зависимости от размерности 
пространства. Эту классификацию мож-
но использовать для анализа структурной 
устойчивости УВС. Сказанное выше по-
ясняет, почему нерегулярное отражение 
ударной волны с особой интенсивностью 
JR (выражение для JR = f(γ, М) см. в [10] или 
в первой части настоящей статьи) встреча-
ется только в нестационарном случае, когда 
размерность пространства нечетная, и не 
встречается в стационарном, когда про-
странство имеет четную размерность.

Обоснование модели J0 с помощью 
закона Морса

Покажем, что при числах Маха M < M0R 
(M0R = 2,204 для воздуха) переход к нере-
гулярному отражению при интенсивности 
скачка J = JR невозможен. Приведем мини-
мально необходимые сведения из теории 
особенностей гладких отображений.

Определение. Критической точкой 
гладкой функции называется точка, в ко-
торой дифференциал функции равен 0. 

Точка пересечения поляры, соответ-
ствующей падающему скачку уплотнения, 
с основной полярой является критической 
точкой.

Определение. Критическая точка назы-
вается невырожденной, если второй диффе-
ренциал – невырожденная квадратичная фор-
ма. Всякая вырожденная критическая точка 
при малом шевелении (Лемма Морса) распада-
ется на несколько невырожденных [11]. 

Точка пересечения ударной поляры 
с вершиной основной поляры (рис. 4 слева) 
является вырожденной, а точка касания по-
ляры и оси ординат (рис. 4 справа) – дваж-
ды вырожденной.

Закон Морса [11]. Функции общего по-
ложения (в физических терминах, устойчи-
вые) имеют лишь невырожденные крити-
ческие точки. Вырожденные критические 
точки появляются естественным образом 
только в тех случаях, когда функция зави-
сит от параметра. 

Таким образом, УВС, соответствующие 
на плоскости поляр вырожденным критиче-
ским точкам, реализовываться не должны.

Исследование семейств функций, зави-
сящих от параметра, встречаются в мате-
матической физике повсеместно. Класси-
фикация их простейших особенностей во 
многих совершенно различных задачах, та-
ких как: лагранжевы особенности (каусти-
ки, ударные волны и скачки уплотнения), 
лежандровы особенности (волновые фрон-
ты), лежандровы кобордизмы (след на зем-
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ле от ударной волны, вызванной летящим 
на высоте сверхзвуковым самолетом) обна-
руживает удивительную общность. Класси-
фикация тройных конфигураций в теории 
УВС весьма напоминает классификацию 
тройных точек в теории фазовых переходов 
второго рода в термодинамике и, с другой 

стороны, классификацию особенностей 
в задаче об огибании препятствия. Все эти 
совпадения объясняются общностью мате-
матического аппарата анализа так называе-
мого множества Максвелла. В популярной 
форме все эти вопросы излагаются в моно-
графии Гилмора [6].

Рис. 4. Вырожденная (слева) и дважды вырожденная точка на плоскости поляр

Большой вклад в создание полной клас-
сификации возможных перестроек удар-
ных волн внесли Богаевский [4], Гурбатов 
и Саичев [7] (1983 г.), которые, в частности, 
отметили, что множество типичных пере-
строек ударных волн меньше множества 
типичных перестроек множества Максвел-
ла. Допустимые перестройки обусловлены 
выпуклостью ограничения на пространство 
импульсов функции Гамильтона уравнений 
типа уравнения Бюргерса, определяющей 
соответствующее уравнение Гамильтона-
Якоби (о функции Гамильтона, канониче-
ских формах, консервативных и диссипа-
тивных механических системах см. [3]). 

При отражении скачка от стенки при 
числах Маха меньших М0R и интенсивно-
сти, равной JR, в стационарном случае по-
ляры содержат вырожденную критическую 
точку. Если же мы рассматриваем неста-
ционарный случай, то в задаче появляется 
параметр «время» (третья ось t), и никакой 
вырожденной точки нет, трехмерная поляра 
просто пересекает плоскость J–t. Таким об-
разом, в нестационарном случае маховское 
отражение от стенки возможно, а в стацио-
нарном нет, что и подтверждается экспери-
ментом. 

Поскольку симплектическая геометрия, 
являющаяся методической базой классиче-
ской механики, это геометрия четно-мер-
ных пространств, то можно предположить, 
что в трехмерной нестационарной задаче 
маховские структуры при числах Маха, 
меньших М0R, также не возникнут. 

Теорема Богаевского. Необходимым 
и достаточным условием реализуемости пе-
рестройки множества Максвелла является 
требование, чтобы локальная ударная вол-
на, рожденная в момент перестройки, при 
малом изменении параметра была стягива-
ема в окрестности точке перестройки [4].

Теорема Барышникова. При малом из-
менении параметра тип дополнения к удар-
ной волне в точке перестройки должен 
быть топологически неизменным [11]. 

В осесимметричной струе идеального 
газа формально тройную точку на висячем 
скачке можно расположить в различных 
сечениях. Тройная конфигурация должна 
содержать скачки с наименьшими из воз-
можных интенсивностями (в соответствии 
с принципом наименьшего действия ла-
гранжевой механики). При числе Маха, 
большем М0R, образование тройной кон-
фигурации с диском Маха на скачке в точке 
с интенсивностью, меньшей J0, невозможно 
вследствие теоремы Барышникова. Дей-
ствительно, интенсивность висячего скач-
ка в данной задаче является параметром. 
Если бы перестройка произошла раньше, 
при J < J0, то при дальнейшем изменении 
параметра J в момент J = J0 конфигурация 
скачков топологически изменилась бы, т.к. 
кривизна τ скачком стала бы отрицательной.

Если число Маха перед скачком мень-
ше М0R, то JR < J0. Казалось бы, в качестве 
критерия образования диска Маха нужно 
принять равенство интенсивности висяче-
го скачка JR. Однако решение на плоскости 
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поляр, соответствующее данному случаю, 
содержит вырожденную критическую точ-
ку. Кроме того, нарушается теорема Богаев-
ского, т.к. при малом изменении параметра 
(интенсивности висячего скачка) в сторону 
увеличения точка пересечения поляр скач-
ком переходит на сильную ветвь основной 
ударной поляры, т.е. решение нестягиваемо 
в окрестности точки перестройки.

Итак, образование диска Маха в струе 
идеального газа происходит в точке вися-
чего скачка, в которой его интенсивность 
становится равной J0. Это справедливо для 
любых чисел Маха больших особого числа MT. 

Расчеты удаления и диаметра диска 
Маха при помощи модели J0

С целью практического обоснования мо-
дели были проведены систематические рас-
четы перерасширенных струй, истекающих 
из конического и профилированного соп-

ла. Выбор для анализа перерасширенных 
струй был обусловлен простотой течения 
перед скачком в таких струях, представляю-
щих собой продолжение течения по соплу. 
В недорасширенных же струях структура 
течения перед скачком намного сложнее, 
содержит веер волн сжатия, слабые разры-
вы, что осложняет расчет геометрии УВС. 
Построение падающего скачка уплотнения 
в перерасширенной струе производилось 
с помощью решения системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, описы-
вающих его геометрию [5], в каждой точке 
скачка его интенсивность сравнивалась 
с J0(М). Точка, в которой в пределах задан-
ной точности выполнялось условие J = J0, 
считалась местом зарождения диска Маха. 
На рис. 4 приведено сравнение результатов 
расчетов диаметра диска Маха и его рас-
стояния от среза сопла с численным ме-
тодом (модель идеального газа). На рис. 5 
результаты численных расчетов показаны 
затененными областями, соответствующи-
ми «размытию» скачков на несколько раз-
ностных ячеек. 

Рис. 5. Зависимость диаметра диска Маха от числа Маха М и нерасчетности n 
в перерасширенной струе, истекающей из профилированного сопла

Результаты расчетов хорошо соответ-
ствуют как численным методам, так и сло-
жившимся на основе экспериментальных 
исследований представлениям о зависимо-
сти диаметра диска Маха от основных пара-
метров сверхзвуковой струи. 

Для более тщательной проверки моде-
ли J0 был произведен ряд экспериментов 

на соплах с углом полураствора сопла от 
8 до 15°. При расчетах течение газа по со-
плу моделировалось течением от точеч-
ного источника. Известно, что чем боль-
ше угол полураствора сопла, тем сильнее 
отличается течение на срезе сопла от 
модели течения от источника, поэтому 
дополнительно были выполнены прове-
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рочные численные расчеты с помощью 
sst-модели турбулентности без разреше-
ния пограничного слоя на стенках сопла. 
Экспериментальные данные должны при 

этом располагаться между двумя расчет-
ными кривыми. Расчеты (рис. 6) показали 
очень хорошее качественное совпадение 
результатов.

Рис. 6. Расчеты удаления Диска Маха в струях, истекающих из конического сопла

Выводы
Продемонстрировано, что модель ста-

ционарной маховской конфигурации с удов-
летворительной для практики точностью 
позволяет предсказывать положение диска 
Маха в сверхзвуковой струе. С помощью 
аппарата анализа особенностей семейств 
функций, зависящих от параметра, пока-
зано, что в рамках модели идеального газа 
предположение о равенстве в точке зарож-
дения диска Маха интенсивности прихо-
дящего скачка J особой интенсивности J0, 
соответствующей стационарной маховской 
конфигурации, выполняется строго. Дан-
ный факт является важным дополнением 
теории интерференции стационарных газо-
динамических разрывов.
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