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Для расчета оболочек вращения разработан объемный конечный элемент в форме шестигранника с 
узловыми неизвестными в виде компонент вектора перемещений и компонент тензора напряжений. Для вы-
ражения компонент вектора перемещения внутренней точки конечного элемента и компонентов ее тензора 
напряжений через узловые неизвестные использовался способ интерполяции векторных и тензорных полей 
трилинейными функциями формы, что позволило в неявном виде учесть смещение конечного элемента как 
жесткого целого. Для формирования матрицы деформирования шестигранника использовался вариацион-
ный принцип в смешанной формулировке. На примере показана эффективность предложенного способа ап-
проксимации искомых величин как векторных и тензорных полей по сравнению с традиционным способом 
аппроксимации искомых величин как скалярных полей.
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CALCULATION OF SHELLS OF REVOLUTION BASED ON A MIXED FEM 
FOR THE TENSOR APPROXIMATION OF THE NODAL UNKNOWNS
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For the calculation of shells of revolution developed a fi nite volume element in the form of the hexagon 
with the nodal unknowns as components of the displacement vector and stress tensor components. To express the 
components of the displacement vector of internal points of the fi nite element and its components of the stress tensor 
through the nodal unknowns used interpolation method of vector and tensor fi elds trilinear shape function, which 
allowed us to implicitly take into account the displacement of a fi nite element as a rigid body. To form the matrix 
strain hexahedron used a variational principle for the mixed formulation. On the example shows the effectiveness 
of the proposed method of approximating the unknown quantities as vector and tensor fi elds in comparison with the 
traditional method for approximating the unknown quantities as scalar fi elds. 

Keywords: vector approximation, the tensor approximation, vector fi eld, tensor fi eld, the mixed formulation, 
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Основные уравнения метода конечных 
элементов (МКЭ) могут быть получены на 
основе различных формулировок. Самыми 
распространенными являются формули-
ровки в форме метода перемещений [1, 2]. 
Используется также формулировка в форме 
метода сил [3] и, более широко, в смешан-
ной форме [3, 4] при аппроксимации пере-
мещений и напряжений как скалярных ве-
личин.

При реализации МКЭ в форме мето-
да перемещений общеизвестной является 
проблема учета смещения элемента как 
жесткого целого [1]. Учет смещения эле-
мента как твердого тела является пробле-
мой и при реализации МКЭ в смешанной 
формулировке. В настоящей работе пред-
лагается решение этой проблемы в сме-
шанной формулировке МКЭ на основе ап-
проксимации перемещений и напряжений 
как векторных и тензорных полей при фор-
мировании матрицы деформирования ше-
стигранного объемного конечного элемен-
та. На примерах показана эффективность 
предложенной аппроксимации искомых 
неизвестных.

1. Геометрия оболочки. Радиус-вектор 
произвольной точки М срединной поверх-
ности оболочки (рис. 1а) определяется вы-
ражением
   (1)
где i, j, k – орты декартовой системы коор-
динат; х – осевая координата;  – угловая ко-
ордината; r – радиус вращения произволь-
ной точки.

С использованием (1) определяются век-
торы локального базиса в произвольной точ-
ке срединной поверхности  
и их производные, выраженные в этом же 
базисе
      (2)
где s – меридиональная координата; 

 – вектор-строка 
производных базисных векторов по коор-
динате s;  – вектор- 
строка производных базисных векторов по 
координате ; [m], [n] – матрицы коэффици-
ентов.
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2. Перемещения и деформации. Ради-
ус-вектор точки Мt, отстоящей на расстоя-
нии t от срединной поверхности оболочки, 
в исходном состоянии определяется выра-
жением
 , (3)
а радиус-вектор этой точки в деформиро-
ванном состоянии оболочки можно пред-
ставить в виде 
  (4)

Вектор перемещения произвольной точ-
ки Мt представим компонентами в локаль-
ном базисе в виде
  (5)

Производные вектора перемещения по 
координатам s, , t с учетом (2) представим 
выражениями:
  

  (6)

  
где   – функции ком-
понент вектора перемещения и их произ-
водных.

Векторы, касательные к произвольной 
поверхности в исходном и деформирован-
ном состояниях, определяются дифферен-
цированием (3), (4)
   
   
где под символом i понимаются координаты 
s, , t.

Ковариантные компоненты тензора де-
формаций в произвольной точке определя-
ются как разности компонент метрических 
тензоров деформированного и исходного 
состояния соотношениями 
        

  

  (7)

  
где 
  

     
Учитывая (5), деформации (7) можно 

представить в матричном виде

  

где  – 
вектор-строка деформаций точки Мt; 

 – вектор-строка контра-
вариантных компонент перемещений точки 
Мt; [L] – матрица дифференциальных опе-
раторов.

3. Соотношения между деформация-
ми и напряжениями. Закон Гука для изо-
тропной среды имеет вид [1]

  

Рис. 1.
а – фрагмент оболочки вращения в декартовой системе 

координат; б – шестигранный восьмиузловой конечный элемент; 
в – конечный элемент в локальной системе координат

а

б

в
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где  – век-
тор-строка контравариантных компонент 
тензора напряжений в произвольной точке 

срединной поверхности; [D] – матрица по-
датливости материала.

Функционал Рейснера для оболочки враще-
ния используется в модифицированном виде [2]

  (8)

где V – объем оболочки; F – поверхность 
оболочки с заданными внешними силами;  

 – строка массовых сил.
4. Матрица деформирования конечно-

го элемента. Конечный элемент выбран в 
форме шестигранника с узлами i, j, k, l, m, n, 
p, h (рис. 1б). Для выполнения численного 
интегрирования глобальные координаты s, 

, t аппроксимировались через локальные 
координаты куба –1 ≤ ξ, η, ζ ≤ 1 (рис. 1.в) 
трилинейными соотношениями 

  (9)

где  – 

вектор-строка узловых значений величины λ;

  
 – матрица-строка функций формы.

Под символом λ понимаются координа-
ты s, , t.

Производные глобальных координат в 
локальной системе s,ξ, s,η, s,ζ, ,ξ, ,η, ,ζ, 
t,ξ, t,η, t,ζ и локальных координат в гло-
бальной системе ξ,s, ξ,, ξ,t, η,s, η,, η,t, ζ,s, 
ζ,, ζ,t определяются дифференцирова-
нием (9).

Векторные поля перемещений и тензор-
ные поля напряжений внутренней точки ко-
нечного элемента аппроксимируются через 
узловые неизвестные также трилинейными 
соотношениями

  

  (10)

где 

– строка узловых векторов перемещений;

– тензор напряжений внутренней точки конечного элемента; 

 – строка узловых тензоров напряжений.
Базисные векторы узловых точек выража-

ются через базисные векторы произвольной 
внутренней точки конечного элемента в виде

  (11)

где  – базисные векто-
ры узловой точки.

С использованием (11) можно выразить 
диадные произведения базисных векторов 
узловой точки 

через диадные произведения произвольной точки конечного элемента

в матричной форме 

   (12)
где  – матрица коэффициентов, полу-

чаемая на основе (11).
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Выражения тензоров напряжений вну-

тренней и узловых точек конечного элемен-
та в их базисах имеют вид [1]

  

  (13) 

  
Столбец узловых векторов переме-

щений можно представить в матричном 
виде

  

где

 
– строка скалярных узловых неизвестных; 
[G] – матрица, элементами которой являют-
ся базисные векторы узловых точек .

После замены векторов  в матрице 
[G] по (11) вектор перемещения внутренней 
точки конечного элемента и его производные 
по координатам s, , t можно записать в виде

  (14)

где f1, f2,…, f8 – функции, являющиеся эле-
ментами аппроксимирующей матрицы 

.
С учетом (5) и (6) из соотношений (14) 

получаются матричные выражения для ап-
проксимации компонент вектора перемеще-
ний внутренней точки конечного элемента 
и их производных

     

     

     (15)

     

     
При скалярной аппроксимации переме-

щений соотношения (15) будут иметь вид

  

     

     

     

     

  
где

  

 

  
Как видим, при скалярной аппроксима-

ции каждая компонента вектора перемеще-
ния внутренней точки конечного элемента и 
ее производные выражаются через узловые 
значения только этой компоненты. 

При векторной аппроксимации каждая 
компонента вектора перемещения внутрен-
ней точки конечного элемента и ее произво-
дные выражаются через все компоненты век-
торов перемещений узловых точек элемента.

Столбец узловых тензоров напряжений, 
используя (13), представим в матричном виде

  (16)

где  – строка 

узловых неизвестных напряжений; [] – ма-
трица, элементами которой являются стро-

ки диадных произведений .

После замены строк  по (12) в ма-

трице [] (16) тензор напряжений (10) вну-
тренней точки конечного элемента можно 
представить соотношением
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Учитывая диадное представление 
(13) тензора , компоненты тензора на-
пряжений внутренней точки конечного 
элемента на основании (16) представим 
в виде 

   (17)
При скалярной аппроксимации компо-

нент тензора напряжений матрица [S] имеет 
вид

Как видим, при скалярной аппроксима-
ции каждая компонента тензора напряже-
ний внутренней точки конечного элемента 
выражается через узловые значения только 
этой компоненты.

При тензорной аппроксимации каждая 
компонента тензора напряжений внутрен-
ней точки зависит от всех компонент тен-

зоров напряжений узловых точек конечного 
элемента.

Использование векторной аппроксима-
ции (15) и тензорной аппроксимации (17) по-
зволяет в неявной форме учитывать смеще-
ние конечного элемента как жесткого целого.

Принимая во внимание соотношения 
(17) и (15), запишем функционал (18) в виде

  (18)

Дифференцируя функционал (18) по уз-
ловым неизвестным  и  и при-
равнивая производные нулю, получим си-
стему уравнений

  

  (19)

где 

  

  

  

Представим систему (19) в традицион-
ной для МКЭ форме

  

где  – матрица де-

формирования конечного элемента; 

 – вектор узло-

вых неизвестных конечного элемента; 

 – вектор узловых 

усилий конечного элемента.
Для формирования матрицы деформи-

рования всей конструкции используется 
традиционная процедура МКЭ [3].
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Пример. Определено напряженное со-

стояние усеченного параболоида вращения, 
внутренняя образующего которого описы-
вается функцией 

  

Приняты следующие исходные данные 
(рис. 2): А = 0,2 м, D = 0,02 м, l = 0,5 м, 
h = 0,02 м, Е = 0,2106 даН/см2,  = 0,3, 
q = 100 даН/см2.

Рассматривалась 1/4 часть оболоч-
ки, которая разбивалась на 8 элементов 
по окружной координате, на 40 элемен-
тов по меридиану и на 2 элемента по тол-
щине.

В узловых точках элементов на левом 
краю оболочки шарнирные опоры заменя-
лись на пружинные (рис. 2), при изменении 
жесткости которых узловые точки на левом 
краю (и вся конструкция) получали переме-
щения  (см).

Рис. 2. Часть параболоида вращения

В таблице приведены численные зна-
чения физических меридиональных на-
пряжений  и окружных напряжений  
в точках 1, 2, 3, 4 (см. рис. 2). Как видно в 
точках 3 и 4, меридиональные напряжения 
почти равны нулю, а на левом краю среднее 
напряжение равно 465,93 даН/см2. Среднее 

напряжение, найденное из условия равно-
весия, равно

  

Значения меридиональных и окружных напряжений, даН/см2

То
чк
и

1 453,70 897,56 493,13 932,49 494,46 933,63 494,81 933,92 494,83 933,94 495,05 934,17
2 478,04 822,58 438,72 831,27 437,63 831,56 437,32 831,64 437,30 831,64 437,19 831,63
3 0,37 254,34 0,38 254,34 0,38 254,34 0,38 254,34 0,38 254,34 0,41 254,35
4 0,04 54,20 0,07 54,21 0,07 54,21 0,07 54,21 0,07 54,21 0,08 54,22
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Анализ результатов таблицы показы-

вает, что численные значения напряжений 
при значительных смещениях как жесткого 
целого  остаются практически неизмен-
ными.

Расчеты при использовании скалярной 
аппроксимации компонент вектора переме-
щения и компонент тензора напряжения по-
казали, что численные значения напряжений 
получались такими же, как в колонках 2, 3 та-
блицы только при наличии жестких опор на 
левом краю оболочки. Если оболочка получа-
ла даже весьма малое смещение , результа-
ты расчета оказывались неприемлемыми.

Таким образом, предложенная аппрок-
симация векторных и тензорных полей ис-
комых величин внутренней точки конеч-
ного элемента позволяет учет смещения 
элемента как жесткого целого. 

Конечный элемент на основе разрабо-
танного способа аппроксимации векторов 
перемещений и тензоров напряжений мо-
жет найти применение в программных ком-
плексах для расчета прочности оболочек 
произвольной толщины в трехмерной по-
становке.
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