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В статье описана новая математическая модель движения автотранспорта, представляющая из себя ги-
бридную систему. В рассмотренной модели динамика разгона и торможения автомобиля описывается диф-
ференциальными уравнениями на основе модификации модели «умного водителя», а смена полосы – как 
дискретная составляющая. В основе математического описания смены полосы движения лежит авторская 
модель принятия решения при совершении обгона или объезда препятствия с учетом безопасности совер-
шения маневра. Разработанная модель легла в основу имитационной программы моделирования движения 
автомобилей, которая позволяет определять оптимальный цикл светофора на перекрестке. В данной работе 
подробно описывается алгоритм получения уравнения движения автомобиля, при этом движение отдель-
ного автомобиля рассматривается в неразрывной связи с его расположением относительно других автомо-
билей, так как изменение его координат зависит от расстояния до ближайших автомобилей для данной и 
соседних полос движения.
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The new mathematical model of vehicular movement is considered. The model is representing by a hybrid 
system. Movement of the vehicle is described by differential equations based on the modifi cation of The Intelligent 
Driver Model (IDM), and a lane change is described as a discrete component. The basis of mathematical description 
of the change of lanes is the author’s model. The mathematical model provides the basis for the program of a car 
traffi c simulation, which allows to determine the optimal cycle of traffi c lights at the intersection. This paper details 
the algorithm for obtaining the equations of motion of the car, with the motion of a single car interpreted in relation 
to its position relative to other cars, since the change of its components depends on the distance to nearby vehicles 
for this and the adjacent lanes.

Keywords: control of traffi c fl ows, hybrid systems, imitating modeling, transport network, traffi c fl ow, microscopic 
models

Стремительный рост автопарка негатив-
но сказывается на пропускной способности 
дорожной сети городов. Один из способов 
решения транспортной проблемы заключа-
ется в оптимизации управления городскими 
транспортными потоками, в том числе за 
счет оптимального выбора режимов работы 
светофоров на перекрестках. Решить задачу 
оптимальной настройки светофоров воз-
можно на основе создания имитационной 
модели транспортного потока. Этот подход 
требует меньших финансовых затрат, чем 
строительство новых и реконструкция су-
ществующих дорожных развязок.

Проблеме создания математической и 
имитационной модели транспортного по-
тока и изучению свойств потока посвящено 
значительное число публикаций, и имита-
ционные модели разрабатываются целыми 
исследовательскими коллективами. К ос-
новным подходам моделирования относятся 
макромоделирование (гидродинамические 
модели), микромоделирование, клеточные 
автоматы (обзор методов моделирования 

приведен в [1]). В каждом случае в зависи-
мости от масштаба задач исследования вы-
бирается степень детализации модели.

Гибридные модели последние деся-
тилетия получили широкое применение в 
различных областях техники и естествоз-
нания [5], в том числе гибридные системы 
широко используются при моделировании 
движения автотранспорта [6]. В качестве 
дискретной составляющей рассматривают-
ся переключение разрешающего сигнала 
светофора, изменение числа полос и др. В 
отличие от моделей других авторов в дан-
ной статье предлагается использовать упро-
щенную (дискретную) модель смены по-
лосы в сочетании с непрерывной моделью 
движения автомобиля по полосе. В связи 
с этим рассматриваемая модель занимает 
промежуточное место между микромодели-
рованием и моделями клеточных автоматов.

В данной статье подробно описаны 
принципы построения математической мо-
дели, которая легла в основу программы ми-
кромоделирования транспортных потоков. 
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Основной целью создания имитационной 
модели являлось нахождение оптимально-
го цикла светофора. Однако полученная ги-
бридная модель и имитационная программа 
могут применяться и для решения других 
задач управления транспортными потоками. 

Авторы данной работы подошли к ре-
шению задачи моделирования транспорт-
ных потоков с изучения природы входящего 
потока автомобилей, а затем на основе по-
лученных данных была разработана ими-
тационная программа моделирования [3], 
которая позволяет находить оптимальный 
режим работы светофора [2].

Цель исследования заключается в соз-
дании математической модели транспорт-
ных потоков, которая в дальнейшем ис-
пользуется для построения имитационной 
модели движения автомобилей.

Для достижения цели исследования 
была разработана гибридная математиче-
ская модель движения автомобилей. Дина-
мика разгона и торможения автомобиля в 
модели описывается дифференциальными 
уравнениями на основе модификации моде-
ли «умного водителя» (The Intelligent Driver 
Model) [4]. Смена полосы движения опи-
сывается дискретной системой, в основе 
которой лежит авторская модель принятия 
решения при совершении обгона или объ-

езда препятствия с учетом безопасности со-
вершения маневра.

Описание модели
В настоящей работе предлагается рас-

сматривать гибридную модель движения 
отдельного автомобиля и дискретной со-
ставляющей служит переход на другую по-
лосу движения.

Рассмотрим движение отдельного авто-
мобиля. Введем следующие обозначения:

n – индивидуальный номер автомобиля, 
n = 1,…,N;

j – номер полосы движения, j = 1,…, J;
Sn(t) – расстояние от начала отчета (счи-

тается вдоль полосы) для n-го автомобиля в 
момент t.

Будем обозначать jn(t) номер полосы, по 
которой движется n-й автомобиль в момент t. 
В модели в каждый момент времени t положе-
ние автомобиля на дороге определяется двумя 
координатами: S и j. Расстояние S(t) является 
непрерывной функцией, которая изменяется в 
соответствии с дифференциальными уравне-
ниями движения. Номер полосы j принимает 
целые значения, и смена полосы происходит 
скачком, таким образом, движение автомоби-
ля описывается гибридной системой. На ри-
сунке изображен автомобиль n по отношению 
к другим автомобилям.

Положение автомобиля n по отношению к другим автомобилям

При описании динамики разгона и тор-
можения и условий смены полосы будем 
использовать упрощенный вариант модели 
умного водителя [3].

Описание условий переключения режимов
Найдем уравнения для вычисления па-

раметром модели движения для каждого ав-
томобиля (см. рисунок).

1. Расстояние до впереди идущего автомобиля (по той же полосе):

  (1)
2. Расстояние до впереди идущего автомобиля по левой полосе jn(t) + 1:

  (2)

3. Расстояние до позади идущего автомобиля по левой полосе jn(t) + 1:

  (3)
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4. Расстояние до впереди идущего автомобиля по правой полосе jn(t) – 1:

  (4)

5) Расстояние до позади идущего автомобиля по правой полосе jn(t) – 1:

   (5)

Каждая из перечисленных функций зави-
сит от номера полосы движения автомобиля 
jn(t), расстояния от начала координат Sn(t), 
момента времени t и номера автомобиля n.

Модель движения отдельного автомо-
биля состоит из 3-х компонент.

1. Модель ускорения автомобиля, в том 
числе движение без ускорения, как частный 
случай (условие I1): расстояние до ближай-
шего впереди идущего транспортного сред-
ства не менее заданного значения S0.

2. Условие перестроения автомобиля 
в левый ряд j + 1 при условиях, что рас-
стояние до ближайшего впереди идущего 
транспортного средства меньше заданного 
значения S0 (условие I1 не выполнено), и 
перестроение в левый ряд возможно (усло-
вие I2).

3. Условие перестроения автомобиля в 
правый j – 1 ряд при условиях, что рассто-

яние до ближайшего впереди транспортно-
го средства меньше заданного значения S0 
(условие I1 не выполнено), и перестроение 
в левый ряд невозможно (условие I2 не вы-
полнено), но возможно перестроение в пра-
вый ряд (условие I3 выполнено).

Торможение автомобиля задается с по-
мощью обыкновенного дифференциально-
го уравнения, производится при нарушении 
условий I1, I2, I3.

Запишем условие движения автомобиля 
с ускорением a и обозначим индикатор вы-
полнения этого условия через I1(dn(t)):

  (6)
Аналогично сформулируем условия 

возможности перестроения автомобиля в 
левую (I2) 

  (7)

и правую (I3) полосы движения:

  (8)

Таким образом, ускорение автомобиля 
происходит в случае, когда выполнено ус-
ловие (6).

Запишем уравнение ускорения с усло-
вием (6):

  (9)

где an – максимальное ускорение автомоби-
ля n, м/с2;  – текущая скорость автомоби-
ля n, м/с; v0 – максимально-допустимая ско-
рость движения, м/с.

Запишем условия смены полос с учетом 
индикаторов выполнения условий. В мо-
мент t + δ, δ > 0, номер полосы j не меняет-
ся, если I1 = 1; номер полосы увеличивается 

на единицу j + 1, если I1 = 0 и I2 = 1; и номер 
полосы уменьшается на единицу j – 1, если 
I1 = 0, I2 = 0 и I3 = 1.

В качестве решения гибридной системы 
будем рассматривать непрерывные слева, 
т.е. функции jn(t) для которых при всех t вы-
полняется условие непрерывности слева
   (10)

В моменты смены полосы происходит 
скачкообразное изменение номера при уве-
личении номера полосы:
   (11)
и при уменьшении номера полосы:
   (12)

Таким образом, изменение переменной 
jn(t) описывается условием скачка:

  (13)
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В случае если I1 = 0, I2 = 0 и I3 = 0 проис-

ходит торможение и динамика описывается 
уравнением торможения, которое происхо-

дит только, в том случае если не выполня-
ются условия I1, I2, I3, т.е. соответствующие 
индикаторы равны 0:

   (14)

где an – максимальное ускорение автомобиля 
n, м/с2;  – текущая скорость автомобиля n, м/с.

Получили, что изменение расстояния от 
начала координат описывается уравнением:

   (15)

А условие смены полосы – соотношени-
ями (13). В эти уравнения входят функции 

, которые зави-
сят от расположения остальных автомоби-
лей на полосах движения (см. рисунок).

Выбор шага дискретизации в такой мо-
дели является отдельной задачей, так как 
непрерывная и дискретная составляющая 
движения преобразуются по-разному.

Таким образом, дифференциальное 
уравнение (15) и условие скачка (13) с 
учетом равенств (6)–(8) описывают дви-
жение, то есть изменение координат {Sn(t), 
jn(t)} n-го автомобиля с учетом расположе-
ния ближайших к нему машин. При этом 
функции Sn(t) являются непрерывными 
и имеют непрерывную первую произво-
дную, функции jn(t) – кусочно-постоянны-
ми, непрерывными слева. Отметим, что в 
данной модели движение отдельного ав-
томобиля рассматривается в неразрывной 
связи с его расположением относитель-
но других автомобилей, так как измене-
ние его координат зависит от значения 
функций , ко-
торые описывают расстояния до ближай-
ших автомобилей для данной и соседних 
полос.

Заключение
Движение потока автомобилей, точнее 

той его части, которая находится на иссле-
дуемом участке дороги, описывается систе-
мой n дифференциальных уравнений 2-го 
порядка и n условиями смены полосы дви-
жения. Для решения такой гибридной си-

стемы предлагается метод мультиагентного 
моделирования.
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